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Sammanfattning

Detta arbete dr en textanalys av hur nagra svenska ldrobocker i matematik introducerar
algebra speglat i van Hieles teorier om tankenivder vid inldrning. Van Hieles teorier
poéngterar spraket som kunskapsbérare 1 matematik vilket gar som en rod trad genom
analysen. Generellt borjar larobdckerna pd van Hieles tankenivé 3. Enligt van Hieles teorier
borde undervisningen i algebra bdrja pa niva 1, vilket da blir lararens uppgift att gora utan

stod av matematikboken. Forslag pa arbetssétt for nivd 1 och 2 ingar.

Nyckelord: van Hiele, ldroboksanalys, textanalys, matematikundervisning, matematisk

didaktik, algebra.

Abstract

This paper is a text analysis of how some Swedish textbooks in mathematics introduces
algebra filtered by van Hiele theories of levels of thinking. The van Hiele theories emphasize
that the language constitutes the knowledge objects in mathematics, wich is used all through
the analysis. Generally the textbooks start at the third van Hiele’s level of thinking. According
to the van Hiele theories the teaching of algebra should start at level 1. This then becomes the
teachers’ task to do without the support of the textbook in mathematics. Ideas on teaching

level 1 and 2 are included.

Keywords: van Hiele, textbook analysis, text analysis, mathematical education, mathematics

didactics, algebra.
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1 Inledning

Finland ar virldsméstare i matematikundervisning. Lisen Higgblom, lektor i matematik-
didaktik vid Abo Akademi, har publicerat en artikel om orsaker till Finlands framgangar i
matematikundervisning (Haggblom 2005). I sin foreldsning Vad dr nyckeln till Finlands
framgdng i matematik? 1 Stockholm 2005-05-03 gav hon som avslutande ord en lista med sex
punkter som var viktiga att kontrollera for framgéng dven i svensk matematikundervisning.
Den sista punkten 16d: Tydliggdr matematikbokens roll! Hon klargjorde att matematikboken
ar ett stod, men den far inte definiera matematikundervisningen och man maste som larare
vaga gd utanfor matematikboken i sin undervisning bl a med orden: Vi tycker mycket om

matematikboken i Finland; s& mycket att vi vagar limna den!

Mina egna erfarenheter fran praktik i flera skolor i stockholmsomradet ar att ldroboken fér
definiera matematikundervisningen i stort sett helt. Matematikbdckerna ar generellt
strukturerade efter att 6va berdkningsmetoder, vilket jag upplevde som att manga aspekter av
matematiken inte togs upp alls. I mitt sokande efter ett praktiskt anvandbart forhallningssétt
till min egen matematikundervisning fick jag radet att titta pa van Hieles teorier. Dessa teorier
har jag funnit allméngiltiga, begripliga och dessutom praktiskt tillimpbara. Van Hiele sdger
sjdlv 1 inledningen till sin bok:

When I developed my levels approach it was aimed at the teaching and learning of geometry. This is an

unnecessary restriction, however; the teaching and learning of other topics can be improved equally well
with the same levels approach. (van Hiele 1986:vii).

Jag tar honom pa orden och griper mig verket an!

2 Bakgrund

Det holléndska ldrarparet Dina van Hiele-Geldof och Pierre M van Hiele doktorerade
tillsammans 1957 med varsin avhandling och lanserade dar van Hieles tankenivaer vid
inldrning baserade pd geometriundervisning. Dina van Hiele-Geldof avled inte langt dérefter.
Pierre van Hiele fortsatte att arbeta inom matematisk didaktik med dessa teorier 1 30 &r och
publicerade 1986 Structure and Insight dér han sjdlv séger att teorierna dr allméndidaktiska
teorier giltiga langt utanfor matematiken (van Hiele 1986:49,56). Van Hiele utgér hela tiden

fran undervisningssituationer, till skillnad fran ménga andra forskare. Van Hieles forskning
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har paverkat det amerikanska skolsystemet i stor omfattning nér det géller
geometriundervisning via de rekommendationer som ges ut av organisationen for
matematikldrare 1 USA *Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics’,
vanligen kallad Standards (Hedrén 1992: 35). Det finns tva hela artiklar om van Hieles teorier
i den nu tillgdngliga Encyclopedia of Mathematics Education (Grinstein, Lipsey 2001:279-
280,809-812). Dessutom finns han omnamd i ett antal andra artiklar i samma bok, tex under
”Proof, geometric” (s 591) och Space & geometry (s 665, 666, 667) samt refererad pa flera

andra stéllen, t ex (s119).

Van Hiele &r, i den man han 6ver huvud taget dr kénd 1 Sverige, kdnd i samband med
geometri. Rolf Hedrén skrev 1991 en artikel om van Hieles tankenivéer i geometri-
undervisning ”Van Hiele-nivder och deras betydelse for geometriundervisningen” (Hedrén
1992: 27). Rolf Hedrén uppger sjilv telefonledes 2005-04-05 att han fick vara mycket noggrann
med spraket eftersom ingen tidigare skrivit om van Hiele pa svenska. Hedrén papekar ocksa

att van Hieles teorier giller for andra omraden &n geometri (Hedrén 1992: 28).

3 Syfte och frigestillning

Undersokningens syfte dr att undersoka om larobdcker i matematik tar hiansyn till van Hieles
allmdndidaktiska teorier samt pavisa hur en medveten anvdndning av dessa teorier kan
underldtta och forbéttra matematikundervisningen for bade larare och elever. Detta undersoks

med hjdlp av foljande fragestéllningar:

Tar matematikbocker av idag hdnsyn till van Hieles teorier om inlérning vid introduktion av
nya dmnesomraden?
Hur kan matematikundervisningen forbéttras med tillimpning av van Hieles teorier?

Kan man som lérare anvinda van Hieles teorier som stdd for att planera sin undervisning?

4 Van Hieles teorier

Van Hieles teorier, som de presenteras i Structure and Insight (van Hiele 1986) handlar om
hur elever, oavsett alder, ldr sig nya begrepp. Dessa teorier bestdr av ett antal centrala

komponenter:



Thornér: Lirobokens roll i matematikundervisningen. rev C 6(42)

1. Struktur och insikt.
Sprékets betydelse for ldrande och insikt.
Elevens hierarkiska tankenivaer som bygger péd varandra.

Fem faser i undervisningen for att fora sina elever fran en tankeniva till nésta.

A

Konsekvenser i undervisningen.

Jag beskriver i det foljande alla dessa narmare.

4.1 Struktur och insikt

Niér van Hiele talar om struktur gor han det i den mening gestaltpsykologin avser. Van Hiele

definierar inte struktur i sin bok ity han inte anser sig behdva det (s 31), men beskriver

ingdende karakteristika for ’struktur’ (van Hiele 1986:27):

* Minniska eller djur kan reagera pa grundval av en struktur i nya situationer.

* Strukturer ir objektiva: Andra midnniskor ser (hor eller luktar) en struktur precis
som vi gor. Andra médnniskor dr kapabla att reagera infor en struktur precis som vi
gor.

Inom gestaltpsykologin finns det fyra viktiga egenskaper som styr struktur (van Hiele

1986:28):

1)

2)

3)

4)

Det dr mojligt att utdka en struktur. Vem som &n kénner till en del av strukturen,
kénner ocksa dess fortsdttning. Strukturens fortséttning lyder under samma lagar som
den givna delen av strukturen.

En struktur kan ses som en del av en finmaskigare struktur. Den ursprungliga
strukturen berors inte av det. Spelreglerna dndras inte, de utokas bara. P4 sa sitt ar det
mojligt att utdka antalet detaljer som deltar i uppbyggnaden av strukturen.

En struktur kan ses som en del av en storre (more-inclusive) struktur. Denna storre
struktur har ocksa fler regler. Négra av dem definierar den ursprungliga strukturen.
En given struktur skulle kunna vara isomorf med en annan struktur. I det fallet
definieras de bada strukturerna av regler som hinger samman. Om man studerat den

givna strukturen, vet man ocksa hur den andra strukturen &r konstruerad.

Gestaltpsykologin séger att insikt kommer av strukturering av det vi uppfattar (van Hiele

1986:7). Van Hiele siger vidare, med referens till sin egen avhandling Begrip en Inzicht fran
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1957, att insikt existerar ndr en person agerar pa ett adekvat sétt med avsikt i en ny situation

(van Hiele 1986:24).

4.2 Sprakets betydelse for lirande och insikt.

I van Hieles framstéllning &r spraket basen for begreppsinlérning, dven i matematik. Det &r
spraket som dr kunskapsbdraren och har vi inte fatt mojlighet att skapa de strukturer som ger
ord symbolvirde och ldnka samman det ordet med and ord med symbolvérde, kan vi inte

forstd begreppen. Det dr ocksd orden som &r basen for tinkande enligt van Hiele.

Pa lingre sikt bestimmer symbolerna riktningen i tanken inom ett &mne varefter det blir
mojligt att kartligga dmnet. Symbolerna fungerar sedan som signaler. Symbolerna far sitt
signalvdrde genom en larprocess, som dock ofta ér oplanerad. Lararen kan hjélpa till genom
att rikta elevernas uppmirksamhet mot inriktningen av tankarna inom d&mnet och se till att

detta &r ett uttalat mal. (van Hiele 1986:62).

I och med att symbolerna far sin mening frén, och kan betyda olika beroende pa, sitt
sammanhang, dr det av yttersta vikt att borja varje nytt &mnesomrade med en oversikt over
dmnesomradet och dess plats i verkligheten (van Hiele 1986:59-61). Att klargora att samma
term kan ha annan betydelse i andra sammanhang i undervisningen hjdlper eleven att hitta

granserna for det som ska studeras.

Niér vi introducerar nya ord till ett nytt imnesomrade hivdar van Hiele att vi maste
exemplifiera orden forst och sedan forklara dem. Det &r enbart via exemplen som de
dmnestekniska termerna far sin betydelse. Jag tror att detta &r ett &nnu stdrre problem i sma
sprak som svenska, dér vi ofta har laneord fran engelska eller latin som dmnestekniska termer.
T ex termen rationella tal har ju en missvisande betydelse pd svenska dér rationell oftast
betyder dndamalsenlig eller effektiv, medan pa engelska séger redan ordet att det handlar om
forhallanden, proportioner (engelskans ratio). The error that is made is the supposition that
the technical language itself is able to express our meaning; in reality the technical language

only gets its meaning through the examples.” (van Hiele 1986:57).

Aven Algebra for alla (Nimnaren Tema 1997) tar upp sprikets betydelse for forstielse bl a pa
sidan 133. Dér podngteras att bade en representativ bild av ett symboluttryck och kopplingen
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tillsymboluttrycket maste tolkas genom en mental akt. Bilden talar inte sjilv om hur den ska
uppfattas av den som betraktar den. Det handlar om erfarenhetsgrundad kunskap som bygger

pa en gemensam vetenskaplig konvention som elever maste introduceras 1i.

4.3 Van Hieles tankenivaer

Jag viljer att kalla dessa nivder for tankenivder eftersom van Hiele sjidlv genomgaende i
Structure and Insight kallar dem ’levels of thinking’. Jag tolkar detta som att det dr viktigt for
forstaelsen att vara tydlig med att det handlar om elevens sitt och forméga att tanka till
skillnad mot alla andra typer av nivabegrepp som kan skapas och har skapats. Redan pa forsta

299

raden i forordet stér ”levels of thinking now commonly known as ’the van Hiele levels’ (van
Hiele 1986:vii). Rolf Hedrén har i sin artikel om geometri valt att kalla desamma for ”Van

Hiele-nivaerna” (Hedrén 1992:28).

Gemensamt for dessa tankenivaer dr att elever, oavsett alder, passerar dem i nummerordning
fran ett och uppét vid inldrning av nytt stoff eller fordjupning inom dmnet (van Hiele
1986:61). Inom varje &mnesomrdde som har egen logik miste man borja frin tankeniva 1
igen. Exempel pa @mnesomraden inom matematiken dar man maste borja fran borjan ar
aritmetik, geometri, algebra, statistik, brakdelar osv. Notera att brakdelsrdkning utgor ett eget
omréde eftersom den kréver en helt egen tankestruktur skild fran de 6vriga talen. ”The
fractional numbers [...] Here too we deal with a new subject matter that at first has to be
developed at the first level.” (van Hiele 1986:99). Inte alla elever nér alla nivderna, men varje
elev maste passera den forsta for att nd den andra osv. Pa varje niva forstar eleven endast det
sprak som dr forknippat med den nivan. Pa varje niva struktureras spriket s att det associeras
med begreppet och orden ges symbolvirde och signalvirde. Pa nédstfoljande niva skapas nya,
overordnade, symboler som bygger pd symbolerna fran foregaende niva, som efter

bearbetning far signalvirde.

Mainniskor anvénder bara denna strukturerade typ av tdnkande nér vi utvirderar nagot. Nér vi
anvéinder det vi redan ldrt oss dr det ofta vi agerar direkt, utan tanke, pa en struktur som har
signalvirde. T ex nir vi kor bil védxlar vi automatiskt utan direkt tanke nér vi hor att

motorvaret gir upp eller ner. (van Hiele 1986:127-128).
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4.3.1 Tankeniva 1: Igenkinning (Visualizing)

Pé den forsta tankenivan ldr sig eleven att se och uppfatta strukturer som hor till &mnet.
Eleven styrs av ett fysiskt pitagligt natverk av relationer. Van Hiele podngterar att det handlar
om saker som finns i verkligheten, Poppers vérld 1 (van Hiele 1986:127ff). Eleven &r inte
medveten om detaljer och hur detaljerna samverkar eller pdverkar helheten. Se betyder hir
uppfatta med sina sinnen, dvs dven kdnna, lukta och hora. Van Hiele hédnvisar till detta pé
flera stdllen bl a sidan 27 och 127. Struktur innebér hér struktur i gestaltpsykologisk mening,
se 4.1 Struktur och insikt. Fran dessa strukturer skapas symboler som tillhor &mnet. Viktigt dr
ocksa att utreda i1 vilket sammanhang dessa symboler forekommer. Symbolerna ar kanske
bilder fran borjan, ersitts av ett ord for att mojligen bli en matematisk symbol i nésta steg.
(van Hiele 1986:61). Pa tankeniva 1 kénner inte eleven nagra behov av att 16sa problem av

egen drivkraft, eleven r fullt upptagen med att utforska ett nytt omrade. (Van Hiele 1986:66).

Exempelvis for geometri beskrivs tankeniva 1 i Hedrén (Hedrén 1992:28):

Igenkinning. (Visualisering.) Eleven lér sig vissa termer och kénner igen en geometrisk figur
som en helhet. Eleven tar ingen hénsyn till figurens delar. En elev pa denna nivé kan till
exemplel kénna igen en bild av en rektangel men 4r i allménhet inte medveten om nagra
egenskaper hos rektangeln, som t ex att den har parallella sidor. Eleven liknar girna
rektangeln med t ex en dorr eller en fonsterruta.

I exemplet aritmetik bestar tankenivd 1 av igenkénning av siffror, tal och rdknetecken, t ex =,

som bilder (van Hiele 1986:s 51).

4.3.2 Tankeniva 2 Analys

Inom tankeniva 2 ska de symboler som skapats inom tankeniva 1 analyseras, deras
egenskaper sorteras och knytas ihop till ett natverk av relationer, en struktur. Symbolerna
kommer att forstas utifrn en strukturerad uppséttning egenskaper. I det arbetet skapas
samtidigt nya symboler pd en 6verordnad niva. (van Hiele 1986:49ff). Spréket ar beskrivande

runt orsaker, logik eller andra relationer som kan observeras (van Hiele 1986:86).

Exempelvis for geometri beskrivs tankeniva 2 i Hedrén (Hedrén 1992:28):

Analys. Eleven kan analysera egenskaper hos figurer empiriskt genom att vika papper, méta,
rita pa rutat papper eller anvinda geobridde. P& denna niva kan eleven inse att motstaende sidor
hos en rektangel dr parallella och kongruenta men hon kan dnnu inte se sambandet mellan
rektanglar eller kvadrater och ratvinkliga trianglar. Hon vet inte heller att en kvadrat kan ses
som en rektangel eller som en romb.
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Aritmetiken pa denna niva handlar om sambanden mellan tal i konkreta utrdkningar av typen

4x3=12 eller 6 + 8=14 (van Hiele 1986:s 51).

4.3.3 Tankeniva 3 Abstraktion

Pé tankeniva 3, abstraktion, behandlas logiska samband mellan de sammanlédnkade symboler
som ordnats pa tankeniva 2. Nu blir materialet mer teoretiskt och mer allméngiltigt.
Fortfarande finns ingen uppfattning runt hur man drar nya slutsatser frin det man vet,
deduktion. De samband som skapas pa denna tankenivd &r inte alltid fysiskt naturliga, manga
géanger dr det en vetenskaplig konvention, t ex sambandet att alla kvadrater &r romber. Dessa
samband gar att argumentera emot och d4 ocksa komma fram till ndgot annat samband som

indivden accepterar.

Spraket pa tankeniva 3 har en mycket mer abstrakt karaktir dn spréket pa den beskrivande
nivan, tankeniva 2, da den behandlar orsakssammanhang, logiska samband och andra

samband i strukturen som inte ar synliga pa tankeniva 2. (van Hiele 1986:86).

Exempelvis for geometri beskrivs tankeniva 3 i Hedrén (Hedrén 1992:28):

Abstraktion. Eleven kan logiskt ordna figurer, t ex alla kvadrater ar rektanglar, men alla
rektanglar dr inte kvadrater. Hon forstar de inbdrdes sambanden mellan figurer och inser
vikten av korrekta definitioner. Aven om hon forstir sambandet mellan méngden av kvadrater
och méngden av rektanglar samt mellan méngden av parallellogrammer, kan hon inte hérleda
varfor t ex diagonalerna i en rektangel &r kongruenta. Hon forstér inte deduktionens roll i
geometrin.

Aritmetiken pé tankeniva 3 handlar om generella samband mellan tal, t ex ax (b +c)=(axb)
+(axc) (van Hiele 1986:51). Nu kan vi ju, med all rétt, argumentera att detta dr ju algebra.
Algebra kan ses bade som ett eget omrade samt utgdra tankeniva 3 i aritmetiken. Med enbart
aritmetik kan vi bara med siffror ge exempel pa generella samband eller beskriva de generella

sambanden rent retoriskt. Van Hiele beskriver detta som nivareduktion (van Hiele 1986:53):

Another circumstance causing us to lose sight of the real relation between levels is /evel-
reduction. It is possible to transform structures of the theoretical level with the help of systems
of signs, by which they become visible. So algebra gives a transformation of structures of the
theoretical level of arithmetic and formal logic gives a transformation of the theoretical level
of algebra.

Denna tredje tankeniva ser olika ut for olika vetenskaper och dr méjligen det som sérskiljer

olika vetenskaper frén varandra (van Hiele 1986:51).
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4.3.4 Tankeniva 4 Deduktion

Pa tankeniva 4, deduktion, behandlas logiska kongruenser och slutledningar. Eleven kan hér
hantera och forsta vikten av axiom, satser och bevis 1 matematiken. Vi ndrmar oss hir

filosofin.

Exempelvis for geometri beskrivs tankeniva 4 1 Hedrén (Hedrén 1992:28):

Deduktion. Eleven forstér betydelsen av deduktion och den roll axiom, satser och bevis spelar i
geometrin. P4 denna niva kan eleven anvidnda axiom for att bevisa pastdenden om t ex
rektanglar och trianglar, men hennes tdnkande &r i allménhet inte s precist att hon forstar
nddvindigheten av axiom.

Van Hiele varnar hér for att i matematikundervisningen sidnka sprakets nivi till tankeniva 3.
Det dr viktigt att introducera bevis med nyckelorden *nddvéndigt och tillréckligt’. Han tar
som exempel tva olika bevis for att de tre bisektriserna till en triangels tre vinklar har en
gemensam punkt. Dels kan det bevisas med hjélp av kongruenta trianglar vilket ger ett for
eleven enklare sprak men dir eleven inte behdver ténka pa tankeniva 4. Dels med hjélp av
insikten att ett logiskt samband kan vara detsamma som ett annat. (van Hiele 1986:46). Jag

har bilagt ett ldngre citat om detta i bilaga 1 sidan 1.

4.3.5 Tankeniva 5 Stringens

Denna tankeniva finns inte definierad av van Hieles, men finns med i Hedréns artikel. For

geometri beskrivs tankeniva 5 1 Hedrén (Hedrén 1992:28):

Stringens. Eleven forstar vikten av precision, nir man arbetar med geometrins grunder, som t ex
Hilberts axiomsystem for geometrin. Hon kan utveckla en teori utan anvéindning av konkreta
foremal. Hon kan t ex ocksé analysera och jaimfora euklidisk och icke-euklidisk geometri.

I en undersokning om SOLO-taxonomi har Peter Nystrom refererat till van Hieles tankenivaer
och uppger dir en amerikansk referens for den femte nivan som han kallar ’string niva’

(Nystrom 1998:31).

Van Hiele papekar att han och hans fru forsokte inte ens att beskriva hogre nivaer édn

tankeniva 4. De ldgre nivaerna dr de som har avgorande inflytande i skolan. Om eleverna inte
forstar vad ldraren séger dr det pé tankenivaerna 2-4 misstagen sker, inte pd nivd 5 eller hogre.
Van Hiele gar till och med sé langt att han séger: ’So I am unhappy if, on the ground of my levels

of thinking, investigations are made to establish the existence of fifth and higher levels. This is a
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method to realize one’s theoretical lusts, but I would much prefer that a beginning be made on the

improvement of education with the aid of the levels of thinking.” (van Hiele 1986:47).

4.4 Faser i arbetet att uppné niista tankeniva

I arbetet med att erdvra ndsta hogre numrerade tankeniva passerar varje elev fem faser enligt
van Hiele (van Hiele 1986:96-97, 176f). Dessa faser styrs av lararen i

undervisningssituationen.

Information (Information).
Vigledd kartldggning (Bound orientation or Exploration).

1

2

3. Tydliggorande (Explicitation).

4 Fri kartliggning (Free orientation).
5

Integration (Integration).

Fas 1 Information: Eleven bekantar sig med arbetsfiltet. Fas 1 sker alltid genom att liraren
berittar for eleverna med hjélp av vilkdnda spraksymboler om det sammanhang som ska

studeras.

Fas 2 Vigledd kartliggning: Eleven végleds 1 sin utforskning av arbetsféltet av uppgifter
(skapade av ldraren eller eleven) med olika relationer till det ndtverk av samband (struktur)
som ska skapas. Ldrarens insats dr hér viktig men eleven ér sjdlv kapabel att ldsa in relationer
mellan spriksymbolernas hela struktur, eller mellan former varur spraksymboler skapas.
Léraren hjdlper eleven att spdra dessa relationer som det nu ar viktigt att de uttalas och
diskuteras. Ritt uppgifter till eleven hjélper denne att forma en lamplig bas for ténkande pa

nésta hogre niva.

Fas 3 Tydliggorande: Eleven blir medveten om sambanden, forsoker uttrycka dem i ord och
de lar sig det tekniska sprak som foljer med dmnet. Denna fas klargor strukturerna som finns
bakom uppgifterna. Detta klargorande sker i klassdiskussioner. Eleverna far ge sina dsikter
om vilka regelbundenheter de funnit under lirarens ledning. Lararen ser till att eleverna lér sig

ritt facksprék. Det dr viktigt att elever utbyter tankar runt det de erfarit under fas 2.

Fas 4 Fri kartldggning: Eleven lir sig med allmédnna uppgifter att finna sin egen vig genom
nitverket av samband, strukturen. Eleverna vet nu vad 4mnet handlar om, de har

uppméirksammat samband frdn konkreta situationer och de kédnner nu till relevanta
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spraksymboler. De méste nu lira kénna studiefiltet fran alla hall med hjélp av ett antal olika

utformade uppgifter.

Fas 5 Integration: Eleven skapar en Oversikt over det hon lért sig av amnet, skapar en dversikt
over det nyligen skapade nétverket av samband som nu finns tillgdngligt for eleven. I den
fortsatta fria utforskningen av studiefiltet forlorar nu symbolerna gradvis sitt visuella innehall
utvecklas till forbindelser i det ndtverk av samband som skapats. Genom denna fria
kartldggning blir eleverna sa hemtama i denna tankevérld att symbolerna kan forutses.

Kunskapen har internaliserats och eleven nér ndsta tankeniva.

Det dr forst inom fas 5 som verklig problemldsning blir intressant for eleven och dér

problemlosning kan tjina som hjdlpmedel for eleven att internalisera kunskapen.

Perioden nir en elev arbetar for att ga frn tankeniva 1 till tankeniva 2 kallar van Hiele
Period 1. Arbetsperioden mellan tankeniva 2 till tankeniva 3 Period 2 osv. (van Hiele

1986:63).

4.5 Konsekvenser for undervisningen

Enligt van Hiele &r det vanligt att lararen startar undervisning om ett &mnesomrade pa en for
hog tankenivd. Eleven forstar dirmed inte det sprdk som ldraren anvéinder, och eleven gor
inga framsteg. Léraren 4 sin sida blir frustrerad och forstar inte varfor eleven inte forstar nagra

forklaringar fast han forsoker belysa problemet frén alla héll och kanter.

Om ldraren instruerar om allt, hindrar det elevens inlérning. Van Hiele menar istéllet att vi
maste visa pa &mnesomradets plats, innehéll, begransningar, allménna tankeinriktning osv,
men att det dr elevens undersokningar, tankar och diskussioner som formar den tankestruktur
som gor kunskapen tillgéinglig och anvindbar. Om ldraren forsoker patvinga eleverna sin egen
tankestruktur hindras eleverna i sin fortsatta utveckling for de kan inte dterkalla signifikanta
lankar tillbaka till verkligheten sdvida inte just det exempel uppstar som ldraren instruerade
med. Om meningen med undervisningen &r att skapa insikt, och insikt definieras som att
reagera adekvat med avsikt i nya situationer, blir ldrarens uppgift att visa pa de amnesfilt och
tillhdrande traditioner som eleven ska studera. (van Hiele 1986:62-63). Ett lingre citat finns i

bilaga 1, s 2.
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Jag vill hir lagga till ett forskningsresultat fran Marton, Dall’ Alba & Tse fran 1992 att
utantillinldrning inte med nddvéndighet dr av ondo, det beror pa elevens instéllning till varfor
hon ldr sig utantill: Om man ldr sig utantill for att rabbla upp senare &r det av ondo, om man

lar sig utantill med intentionen att vid varje genomlisning fordjupa sin kunskap och forstaelse

ar det av godo (Marton, Booth 2000:62).

5 Metod och Killor.

Jag anvinder mig av van Hieles allmidndidaktiska teorier s& som de presenteras i1 Structure
and Insight (1986) och applicerar dem pa undervisning inom ett omrade inom matematiken,
som inte dr geometri, i form av ett case. Jag viljer att tillimpa hans teorier inom algebra.
Algebra dr ett omradde diar man behover starta fran van Hieles niva 1 och dédr introduktionen
sker inom ramen for den obligatoriska skolan. Den har ocksa fordelen att vara ett omrade som
riktar sig mot logiska resonemang snarare &n enbart mot raknefardighet med symboler.

Dessutom anvinder algebra fler symboler @n bara siffror.

En mycket intressant aspekt av van Hieles teorier dr hans betoning av sprékets roll for
elevernas forstaelse av matematik. Han havdar att spraket och orden ér kunskapsbdrare 1
matematik. Det &r vanligt i Sverige att betrakta matematik som ett universiellt sprak. Tex later
vi regelbundet nykomna svenskar ldsa matematik i vanlig klass. Sprékets betydelse for

forstaelse av matematiken gar som en rod trad igenom analysen.

Undersokningen gors i form av en textanalys av ldrobocker 1 matematik. Den metod jag har
anvéant mig av dr inspirerad fran Innehdll i text av Gunnel Kallgren (Kéllgren 1979:127).
Koncentrationen ligger pa innehallskomponenter och progression i texten. Nagra svenska
matematikbdckers mojligheter till stod for undervisningen vid introduktion av algebra
analyseras. Studien &r en ren textanalys av ldrobocker forutom att den kompletteras med en

intervju med en ldrare, som anvint sig av van Hieles allmidndidaktiska teorier.

De innehéllskomponenter som identifierats dr uppgifter och fakta som introducerar algebra.
Jag har sedan tittat pa hur de presenteras bade grafiskt och logiskt. Vidare har jag analyserat i
vilken ordning dessa komponenter presenteras och i vilket syfte. Varje innehdllskomponent
har ocksa klassificerats i van Hieles tankenivéer. Sedan har jag jamfort med van Hieles teorier

for att se om introduktionen av algebra stimmer med dem eller inte.
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Spraket som beskriver innehallskomponenterna dr indikatorer pa van Hieles tankenivéer. Van
Hieles tankenivaer kinns igen pé det sprdk som anvinds for att behandla 4mnet, antingen det
finns 1 laroboken, i ldrarens undervisning eller hos eleven. Utsagor om logiska samband hor t
ex till tankeniva 3. Beskrivningar i form av upplevelseintryck till tankenivéd 1 osv. P4 samma
sdtt kan vi titta pa uppgifternas natur: de som handlar om logiska samband finns pa tankeniva
3, de som handlar om hur saker ser ut som bild eller pa ytan befinner sig pa tankeniva 1, de
som handlar om hur det omedelbart observerbara dr uppbyggt befinner sig pé tankeniva 2 osv.
I den analyserade lirobokstexten har spraket och uppgifternas natur anvénts som indikatorer
for att identifiera vilken av van Hieles tankenivaer som brukas. Ytterligare bearbetning av

resultat har sedan skett med deduktiv slutledning.

Intervjun dr gjord telefonledes och intervjupersonen har sedan fétt lisa uppsatsen for att
godkinna mitt referat av intervjun och min tolkning och anvdndning av innehéllet. Data som

alder och fodelsedagar ér inte autentiska.

De matematikbdcker som anvénts ar inte utvalda efter nagot annat kriterium &n att de anvénds
i skolor i Stockholms 14n idag. Jag har anvént Bonnier Utbildnings serie Matte Direkt, Tetra
fran Gleerups, Mattestegen fran Natur & Kultur, Matematikboken fran Almqvist & Wiksell. I
referenserna har jag anviant mig av egna forkorningar for att hinvisa till de olika
matematikbdckerna. Dessa forkortningar dr néir det giller Matte Direkt-serien t ex
konstruerade med kodordet Matte plus arskursen som boken dr avsedd for, t ex (Matte ar 7).
For vissa arskurser i grundskolan kan det finnas flera bocker ur samma serie avsedda for

samma arskurs som sérskiljs med bokstavskod som aterfinns i bokens titel, t ex (Matte &r SA).

6 Begriansningar

Jag begrdnsar undersokningen till introduktion av algebra for att se om svenska larobocker tar
hénsyn till van Hieles tankenivaer vid introduktion av ett &mnesomrdde som har egen logik
skild ifran tidigare undervisning. Van Hieles teorier i samband med geometri dr sa mycket
mer genomarbetade att ytterligare ett arbete inom geometri inte skulle bidra lika mycket till
diskussionen. Valet av arbetets omfattning begrénsas av att detta ska bli en C-uppsats och det
medger inte en undersdkning av fler omraden eller att folja hur larobocker stodjer progression
i van Hieles tankenivaer inom ett &mnesomréde. Jag har inte heller kunnat géra en komplett

undersdkning av hur konsistent spraket anvinds nér det géller olika begrepp.
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7 Forskningslige

Van Hiele ér enbart kénd i Sverige i samband med geometri. Hedréns artikel var den forsta pd
svenska (Hedrén 1992). Nystrom jamfor med van Hieles tankenivaer vad giller geometri i en
jamforande undersokning mellan skolverkets betygskriterier, SOLOtaxonomin och van Hieles
tankenivder (Nystrom 1998). Professorn i matematikpedagogik vid lararhdgskolan i
Stockholm, Astrid Pettersson, uppger per telefon 2005-04-07 att de kénner till van Hiele och
anvéinder hans teorier ddr de &r tillimpliga: inom geometri. De har inte varit uppe till

diskussion ur allméndidaktisk synpunkt.

Van Hieles teorier frdn 1957 blev populdra i Sovjetunionen under 60-talet for
geometriundervisning. Senare, pa 70-talet, uppmérksammades Sovjets nya undervisning, och
pa 80-talet togs van Hieles teorier upp i USA och har dér paverkat undervisningen i geometri
starkt ( t ex Whitman et al 1997; Mistretta 2002; Swafford 1997; Thornton 1998; Grinstein,
Lipsey 2001). Nir han blev populdr i USA skrev van Hiele det verk som jag baserat min
uppsats pa, Structure and Insight. 1 den boken har van Hiele utvecklat sina teorier vidare fran
1957 &rs version (van Hiele 1986). Pa senare tid finns dven artiklar som tar upp van Hieles

teorier i ett mer allmént perspektiv om lirande dock for matematikundervisning (Pegg 2002).

Jag har bara hittat en amerikansk referens som har undersokt larobocker utgéende frén van
Hieles teorier (Fuys, Geddes 1984). Den undersokningen gillde hur lirobdckerna anvéinde
spraket runt geometribegrepp. Resultatet blev att larobockerna var inkonsistenta i sin

anvindning av begrepp, samt att bockerna hindrade elevens vidare utveckling i van Hieles

tankenivaer. En tidigare artikel har utvirderat matematikbdcker (Rudolph, Kane 1970).

Det finns ett antal svenska undersdkningar av ldrobokens roll i matematikundervisningen,
dock ingen i relation till van Hieles teorier. Samtliga verk jag har tittat pd sager att liroboken
har en dominerande stillning i undervisningen for bade larare och elever. Niklas Bremler har
tittat pd svenska larobdcker i matematik och kommit fram till att de generellt promoverar
procedurkunskap. Bockerna skrivs oftast av en liten grupp manliga veteranforfattare. Bremler
sdger ocksa att eftersom matematikboken dr s central i svensk undervisning speglar kvaliten
pa dess innehall kvaliteten pa svensk skolmatematisk diskurs (Bremler 2003). Monica
Johansson konstaterar att laroboken utgor de facto implementeringen av ldroplanens mal, men

undersokningen visar att dessa mal endast delvis finns med i lirobdckerna (Johansson 2003).
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Anna Brandstrom har undersokt hur ldrobdcker i matematik stojer differentierade uppgifter
for eleverna med resultatet att spdnnvidden i variationen &r liten och matematikuppgifterna
ligger pé en lag niva for samtliga elever (Brandstrom 2005). Rudolf Strisser har gjort en
genomgang av forskningsldget i matematisk didaktik 2005 for vetenskapsradets rakning
(Strasser 2005). Sahlin har gjort en genomgang av forskningsldget 1990-1995 i Sverige nir
det géller barn med matematiksvarigheter (Sahlin 1997). Hon refererar bl a Magne och
Klewborn. Magne (Magne 1990) identifierar fyra orsaker till elevers misslyckanden i
matematik: otillracklig spraklig utveckling, osystematisk metakognitiv handledning,
forsummad konkret erfarenhetsutveckling, emotionella och sociala storningar av
arbetsprocesserna (Sahlin 1997:22). Klewborn (Klewborn 1992) har kommit fram till att
grundproblemet med svensk matematikundervisning kan sammanfattas i fyra punkter:
bristande helhetssyn, alltfor hard liroboksstyrning, brist pé konkretion och
verklighetsforankring samt 14sning vid formella l6sningsmetoder (Sahlin 1997:27).

Persson har undersokt elevers algebraforstaelse longitudinellt och noterar att “troskeleffekter
da begreppsutvecklingen tog plotsliga *sprang’ var vanliga” (Persson 2005:56). Samma
artikel kommer fram till att forvdnansvirt ménga gymnasieelever har svért for att uttrycka
matematiska tankar i en beréttande text, ndgot de ser som en av de sprékliga huvudfaktorerna
for lirande (Persson 2005:50). Osterholm har gjort en studie av elevers forstielse av
innehallet i matematiska texter och kommit fram till att ren retoriskt framstélld matematisk
text Ar ldttare att forstd dn text innehallande matematiska symboler (Osterholm 2004). Bratt &
Wyndham tar upp sprakets betydelse for matematikundervisning och —inlérning (Bratt,

Wyndham 1996:59-64)

8 Tillaimpningar av van Hieles teorier.

8.1 Oversikt over studiefiltet

En aspekt som det inte finns ndgot stdd i alls i de matematikbdcker jag studerat (Matte ér 7;
Matte ar 8; Matte ar 9; Matte3000 A; Matte3000 AB) ar just Oversikten av studiefiltet. Det tas
inte upp alls. Fragan &r hur ofta vi svenska matematikldrare visar en plansch eller karta ver
den matematik som behandlas i grundskola eller gymnasium? Visar vi ndgonsin hur olika
matematiska verktyg relaterar till varandra? Atminstonne matematikbdckerna ér sektionerade
efter olika berdkningsmetoder som behandlas var for sig i separata avsnitt. Sjalvklart borde vi

kunna skapa en paraplyvy dver matematik lika gdrna som dver andra &mnen. Min tolkning av
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vad van Hiele vill &r att vi ska visa eleverna de aspekter som r relevanta for att skapa
tankestrukturer mot andra omradden de redan kénner till men ocksé fa en dversiktlig struktur
pa sjilva omradet. Den senare aspekten behandlas av andra svenska didaktiker som paradoxen

att man behdver kunna ndgot om det som ska ldras for att kunna ldra sig (t ex Kullberg

2004:75).

Exempel pa en mycket dversiktlig karta dver matematiken i grundskolan och gymnasiets
allménna linjer ses i Figur 1. Varje delomrade kan beskrivas mer detaljerat efter behov. Det ar
viktigt att arbeta med ordforstielsen bakom termerna. Jag tror dock inte pé att ersitta korrekta
termer med andra forenklade. D& berdvar vi eleven mojligheten att sjélv 1dsa och forsta

litteratur inom omréadet.

Exempel pa Matematikkarta for grundskolan

S -10°.0.10° % +1

A N
©
QD Aritmetik
y Vi raknar med G tri
tal. eometri L
I Vi raknar med .y
o Statistik former och vinklar. 2
(= Vi raknar med
Y7 medelvarden av manga tal
och visar diagram N
och tabeller. N
Algebra =)
Q . . Vi rdknar med 8
S  Sannolikhetslira .
= oder.
v Vi raknar med
chanser och risker. +
N
- ?
OA
Qv
s0[- 01" - o+ Ov+ s

Kicki Thornér

Figur 1: Exempel pa oversikt 6ver grundskolans matematik.

Med en sddan dversikt kan det bli lidttare bdde for ldraren och eleven att hélla rétt pa vilka
begrepp som hor till vilket omrade, vilka berdkningsmetoder som avverkats, vilka
berdakningsmetoder som hinger samman och hur, att berdtta om historiken bakom, etymologin
runt det matematiska fackspréket, och kanske till och med drista sig till att peka pé kopplingar
i andra filt som kultur eller ekonomi t ex. Dylika kopplingar underldttar ocksé for eleven att

minnas stoffet.

Likasa ndr ett nytt matematiskt verktyg (berdkningsmetod) ska introduceras kan en versikt

dels dver sjilva berdkningsmetoden dels den allmdnna matematikdversikten bidra till
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skapande av struktur och forstdelse. Den enskilda berdkningsmetoden far da en plats i den
allmdnna matematikdversikten ddr ocksd kopplingar till andra berdkningsmetoder kan ses.
Oversikt 6ver den enskilda berikningsmetoden kan avhandla dels ordens etymologi,

metodens historia, vad metoden anvénds till och nigra dvergripande karakteristika.

8.2 Introduktion av Algebra
8.2.1 Analys av Matte Direkt ar 7.

I Bonnier Utbildnings matematikserie Matte Direkt introduceras algebra i boken for ar 7,
kapitel 6, sidan 170 (Matte ar 7:170-201). Avsnittet borjar med ett forsittsuppslag, en sk
inspirationssida, med mél i punktform plus en talgata dér uttrycket dr oberoende av variabeln.
Sedan f6ljer en grundkurs foljt av ett diagnostiskt test. Behover eleven repetera foljer dédrefter
sk ’bla kurs’ s 184-189 annars rekommenderas fordjupningskurs, sk ’rod kurs’ sidorna 190-

199. Kapitlet avslutas med en sammanfattning.

Malen for kapitlet som de punktas pa inspirationssidan, s171, dr foljande:

. Tolka uttryck skrivna med tal

. Berikna ett uttryck skrivet med flera olika rdknesitt
. Tolka uttryck skrivna med variabler

. Berikna ett uttrycks virde

. Losa enkla ekvationer

Varje sida i grundkursen har ett tema:

1) Talgata som diskussionsuppgift
2) Uttryck med flera raknesatt

3) Uttryck med en variabel

4) Uttryck med flera variabler

5) Tolka uttryck

6) Vi rdknar ut det hemliga talet
7) Ekvationer

8) Talgétor och ekvationer

9) Diagnostiskt test

Varje tema, utom diskussionsuppgifterna, har dels en faktaruta som beskriver hur man bor
béra sig at, foljt av ovningsuppgifter. Boken har ocksé facit. Helhetsintrycket blir ett forforiskt

vélordnat material avsett for sjilvstudier.
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Enligt van Hieles teorier borde vi borja undervisningen med en oversikt over studiefdltet. Det
finns, som tidigare behandlats i 8.1 Oversikt 6ver studiefiltet, inte nigon dversikt alls dver

algebra som studiefilt i denna bok.

Matte Direkt for ar 7 borjar algebraavsnittet med att introducera begreppet uttryck. Det gors
med hjdlp av en smyckeséljande pirat och uttrycken dr aritmetiska uttryck for kostnaden av
kombinationer av smycken, som innehaller flera rdknesétt. Faktarutan tar ocksa upp
prioriteringsordningen mellan rakneoperationer. Sedan foljer 17 uppgifter varav 15 handlar
om att forenkla ett aritmetiskt uttryck och ersitta med ett tal, medan 2 handlar om att sjilv

konstruera ett aritmetiskt uttryck.

Uttryck med en variabel

En variabel dr ndgot som kan variera, nigot som kan ha
olika virden. Ofta skriver man variabeln som en bokstav.

- Omkrets: (3 4+ 3 + 3 + 3)cm =
=4-3cm =12 cm

X Omkrets: x +x +x +x 5= Man skriver inte ut multiplikationstecknet
= 4 o = 45 mellan en siffra och en variabel.

I den lilla kvadraten vet vi inte hur l&ng sidan &r, den kan variera.
Vi kallar den x. Kvadratens omkrets blir da 4x.

Uttrycket for kvadratens omkrets ar 4x.

Omkretsen av alla kvadrater kan beskrivas med uttrycket 4x.
Virdet pa x dr lingden pé sidan. Nar du vill berdkna omkretsen
av en speciell kvadrat sitter du in lingden pi sidan istillet for x.

En kvadrat som har sidan 5 cm har omkretsen 4 - 5 cm = 20 cm.
Man siger att viardet pa uttrycket 4x dr 20 cm.

Figur 2: Faktaruta ur Matte Direkt ar 7, sidan 174.

Fo6ljande sida introducerar begreppen variabel, uttryck med en variabel, virdet pd uttrycket.
Faktarutan kan ses 1 Figur 2. Denna faktaruta anvénder ett sprdk som behandlar logiska

samband mellan egenskaper hos matematiska symboler, vilket tillhor van Hieles tankeniva 3.

Pa van Hieles tankenivé 1 ser eleven den verkliga virlden och knyter an till sddant eleven
redan kénner till. Nér algebra introduceras dr det alltsa forsta gdngen eleven kommer 1 kontakt

med matematik som inte fokuserar pa siffror och tal. Bara att ta till sig att matematik kan vara
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ndgot annat dn siffror och tal &r ett stort steg som inte finns med i framstéllningen. Vidare
introducerar boken symbolen X som en sjdlvklarhet utan forklaringar. Texten séger enbart 1
den lilla kvadraten vet vi inte hur 1&ng sidan &r, den kan variera. Vi kallar den x. Kvadratens
omkrets blir dd 4x.” (Matte ar 7:174). Vad forstér eleven da enligt van Hiele? Troligen en bild
av en fyrkant med vidhdngande kryss. Eleven borde pa tankeniva 1 inte kunna uppfatta att x
ar en kod for langden pé kvadratens sida. Att anvdanda bokstaven x som symbol for nadgot vi
inte vet, 1 detta fall ldngden pé en stracka, kan sdkert kénnas forvirrande och uppta elevens

tankeverksamhet och ddrmed hindra arbetet med att forstd sammanhangen.

Likasa visas i samma faktaruta att X + X + X + X =4*X =4X som en parallell till
(3+3+3+3)cm=4%*3 cm= 12 cm. Det finns en forklaring till det sista ledet i uttrycket med
X med mindre stil till hoger: ’Man skriver inte ut multiplikationstecknet mellan en siffra och
en variabel.” (Matte ar 7:174) Hur uppfattar di eleven detta? Det littaste som eleven troligen
kan uppfatta pa tankeniva 1 &r proceduren att ersétta en siffra med bokstaven X. Att enheten

cm forsvann obegripligt &r inte lika ltt att hinna uppfatta.

Van Hiele anser att det &r viktigt att eleven sjdlv far konstruera ldnkarna i sin begreppstruktur,
se avsnitt 4.5. Variation av den aspekt som ska ldras in dr nddvandig for att just det stoffet ska
framtrdda (Carlgren, Marton 2004:140-141,1491f). Tittar vi igen pé sidan 174 i Matte Direkt
for &r 7, ser vi att faktarutan koncentrerar sig pa att tala om hur eleven bor béra sig at. De
efterfoljande 7 uppgifterna handlar alla om omkrets: Eleven ska rdkna fram omkretsen
uttryckt 1 x for olika figurer déir varje delstricka &r given till x utan att ange enhet. I de tva
sista uppgifterna, markerade som krévande extra tankemdda, dr ldngden pa delstriackorna

givna till y respektive 3y. Hér infors alltsd &nnu en ny symbol for en variabel utan forklaring.

Hur mycket begir vi att eleven ska lira sig ur denna enda sida i matematikboken? Listan
nedan dr min egen reflektion och gor inte ansprék pa att vara komplett svar pa frdgan utan

fastmer ett axplock av aspekter som enkelt kan identifieras:

Jag har forsokt att gruppera listan efter van Hieles tankenivéer s att 1-5 tillhor tankeniva 1; 6-
16 tillhor tankeniva 2; 17-20 tillhdr tankeniva 3. Jag medger att listan ovan forvinar mig
sjlv, jag hade inte véntat mig detta resultat. Jag har dock efter viss efterforskning hittat en
kursredovisning som undersokt flera matematikbocker i relation till van Hieles nivéder med

avseende pa geometri som kommit till likartat resultat (Ekstrom 2001).
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Tabell 1: Stoff som eleven forutsiitts léira sig pa forsta sidan om algebra.

Tankeniva 1

1 Matematik kan innehélla annat dn siffror och tal

2 Forsta att bokstéver inte bara &r text

3 Forsta att bokstéver kan betyda olika saker i olika sammanhang
4 Forsta att man kan rdkna med andra symboler &n siffror

5 Forsta att man inte alltid ska rékna ut ndgot 1 matematik

6 Man kan ersitta ndgot vi inte vet storleken pad med en symbol

Tankeniva 2

7 Forsta hur vi véljer symbol

8 Forsta till vad vi véljer symbol

9 Forstd minst tre nya matematiska begrepp

10 Forsta att symbolen kan betyda ndgot som &r olika stort

11 Forsta att symbolen kan betyda en storhet som har ett specifikt virde
12 Forsta att symbolen kan betyda ett tal

13 Tolka uttryck med variabler

14 Forsta vad variera innebér

15 Forsta vad symbolen representerar

16 Forsta att symbolen kan vara vilken bokstav som helst

Tankeniva 3

17 Forsta att symbolen kan behandlas som en storhet

18 Forsta att symbolen kan ocksé behandlas som ett tal

19 Man kan ridkna ut en formel for omkretsen pa alla storlekar pa en
kvadrat

20 Forsta att aritmetiska samband géller dven for algebraiska symboler
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Uttryck med flera variabler

L

Je by

4 em

Omkrets: 4+ 3+ 44+ Jem = Omkrets:a +b+a+ b=
2:'44+2'3cm=8+6=14¢cm 2-a+2:-b=%2+ 2

Ombkretsen av den forsta rektangeln éir 14 cm. I den andra
rektangeln vet vi inte hur Kinga sidorna iir. Hiir behévs tvii
variabler eftersom sidorna har tvd olika Eingder.

Figur 3: Faktaruta ur Matte Direkt ar 7, s175.

Matte Direkt ar 7 gar redan pa nésta sida i boken vidare med uttryck med flera variabler.
Faktarutan i Figur 3, visar tva rektanglar dar matten med enheten cm é&r utsatta pd den ena,
medan den andra rektangeln, som har annan storlek, har bokstdverna b respektive a utsatta for
bredden och hojden. Till denna faktaruta hor tre vningsuppgifter som dr delade i totalt tta
deluppgifter. Aven hir ligger spriket pa tankeniva 3. Boken kriver ocksa att eleven har
uppfattning om, visserligen enkla men dock, geometriska figurer. Geometri dr det andra
dmnesomrade inom grundskolans matematik som inte behandlar siffror och tal i forsta hand.
van Hieles forskning visar klart att elever méste uppna tankeniva 2 i geometri for att uppfatta
parametrar som hor till geometriska figurer. Har har Matte Direkt dr 7 anvint ett generellt
uttryck for rektangelns omkrets for att visa pa ett exempel ndr vi behdver anvianda mer &n en
variabel 1 ett matematiskt uttryck. Det gor algebran extra svar for elever som inte lyckats ta
till sig geometrikursen. Ekstroms kursredovisning visar att d&ven i geometri borjar Matte

Direkt pd en abstrakt niva (Ekstrdm 2000).

Naésta uppslag, s 176-177, ér dgnat at att tolka uttryck. Hir finns minga flera
ovningsuppgifter, 10 st, de flesta med deluppgifter, men ingen faktaruta. Lat oss titta pa
uppgift 19 pa sidan 177 som exempel pa tolkningsuppgifter: ”Talet eller variablen a har
vérdet 6. Vilket virde firdd a) a+7 b) a—4 ¢) 2a” Hér kan plotsligt for forsta
géngen i Matte Direkt ar 7 bokstaven a vara ett tal eller en variabel. Hur vet vi ndr a &r det ena
respektive det andra? Om a har virdet 6 kan 6 ocksa variera nér 6 dr en variabel? Tolkning ar
inte ldtt och kraver mycket stod. Boken ger ett sa snyggt och prydligt intryck att man 14tt
forleds till att tro att den gér att anvdnda for sjdlvstudier eller att det skulle vara ldtt att
undervisa 1 matematik med stodet av en matematikbok. I sjdlva verket gér det inte att forsté

néagot alls utan en kunnig lérares ledning i &mnet.
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Pé sidan 178 introduceras ekvationer under rubriken Vi rdknar ut det hemliga talet”.
Faktarutan visar en balansvag med hégar av guldmynt p4, varav ndgra finns gomda i en pase.
Balansvagen som tankebild for likhetstecknet fungerar ju s lange vi haller oss till guldmynt
av samma slag eftersom virdet star i direkt forhallande till vikten. Forstar eleven den
finessen? Det skulle ju vara pedagogiskt tilltalande om vi kunde hitta en tankebild som gav en
direkt association mellan likhetstecknet och vérde snarare dn indirekt association mellan
likhetstecknet och vérde via vikt. En direkt association mellan likhetstecknet och begreppet
vérde skulle vara en mer langsiktigt héllbar kunskap. Min egen begreppsbild har med

byteshandel att gora: likhetstecknet stir for virde som man kan byta jamt med.

Ekvationer -12=23

En ekvation innehdller en variabel
och ett likhetstecken. Variabeln
betecknas oftast med x.

Det som star till vanster om likhels
tecknet och det som stdr till higer om
likhetstecknet dr alltid vért lika myckat.

Du loser ekvationen genom att riikna ut
vilket tal som x stir for. Légg ett finger dver x
: och tdnk: vilket tal plus

Exempel 12 blir lika med 237

x + 12 = 23 (ett tal plus 12 ir 23) x =06 = 8 (ett tal minus 6 ir 8)

x = 11 (taletiir 11) x = 14 (talet ir 14)
s &y /€ = € X o poa
2x = 12 (2 ginger ett tal ar 12) g = 5 (et tal delat med 3 ir 5)
x=0 x = 15 (talet dr 15)

Figur 4: Faktaruta ur Matte Direkt ar 7, s 179.

Faktarutan pa sidan 179 som har titeln Ekvationer” talar mycket riktigt om lika vérde pé
bdda sidorna om ett likhetstecken, dock i liten skrift, se Figur 4. Likhetstecknet ar ett av de
starkaste tecken vi har i matematik och ddrmed ett av de viktigaste. For ekvationslosning &r
forstéelse av just likheten sjdlva basen for den fortsatta verksamheten. Varfor sitts
upplysningen runt likhetstecknet i faktarutan med 6 punkters Arial, dvs extra liten text? Den
person som har det minsta svarighet med syn eller ldsning kan inte l4sa den texten.
Ekvationen sddan den presenteras &r létt att l6sa: min sju-aring som just kom forbi 16ste den
snabbt innan hon fragade vad det var for ndgot. Och det borde dven jag fraga mig: Vad ar det
for ndgot? Vad stér det for? Boken ger en patenentldsning pa hur vi mekaniskt 16ser en
ekvation, men &r det det som eleverna borde lira sig? Sé fort ekvationerna blir krdngligare

maste eleven ha en god begreppslig forstdelse av aritmetiken for att klara sig vidare. Om vi
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jamfor med van Hieles teori finns det mer relevanta stoffet pa sidan efter, s 180, ”Talgétor och
ekvationer”. Har finns koppling mellan retorisk framstillning och matematisk framstéllning

varur eleven kan fa material till att forma tankestrukturer.

Aven i den fortsatta framstillningen i bla repetitionskurs och rdd fordjupningskurs ir boken
rent teoretisk, eleverna maste kunna forestilla sig att den abstrakta, platta, firgade figuren i
boken representerar nagot konkret i verkligheten. I slutet av grundkursen finns ett algebraspel
som en mer konkret uppgift. Boken stimulerar inte till egna undersdkningar utan visar enkelt
och handfast en procedur hur man gor. Den &r bra i sa motto att det inte dr s& mycket

kringprat utan boken gér alltid rakt pa sak.

Med tanke pd den ldnga lista av lirdom som hoppats dver redan pa forsta sidan i
introduktionen av algebra, avbryter jag vidare analys av Matte Direkts framstéllning for att
overga till att undersoka flera matematikbocker och sedan undersoka hur algebra kan
introduceras for elever enligt van Hieles teorier som forberedelse innan matematikbokens

uppgifter tar vid.

8.2.2 Analys av Tetra A.

Tetra-serien bestdr av 3 bocker, Tetra A-C med en elevbok och en ldrarbok i varje del.
Strukturen i varje kapitel dr upplagd efter modellen: Inledning, Grundkurs, Diagnos foljt av
plan 1, 2 och 3. Plan 1, 2 och 3 utgor repetitionsuppgifter och fordjupning som goérs om behov
finns enligt diagnostester som finns inlagda. Kapitlen avslutas med Gruppuppgift och

Sammanfattning.

Tetra A borjar algebraavsnittet (s 210-249) med tre firgglada inledningssidor med talgétor i
medeltidsmiljo. Sidan 213 &r den forsta sidan med §vningsuppgifter och har titeln ”Algebra—
bokstaver betyder tal”. Den borjar med att anvinda formler i lasuppgifter: eleven ska ersitta
en bokstav med ett tal och rékna ut en storhet nir bokstaven varierar och sétta in i en tabell.
Formeln ar | = M * 2,85 dér I betyder inkomst och M betyder antal liter mjélk (exemplet dr
tva namngivna mjolkbonder). Man betonar att formeln finns i datorn och att den géar att
anvédnda utan att forstd. Det finns ingen betoning av likheten i ekvationen, dvs att vanster led
har samma virde som hoger led. Hogerledet dr dessutom svért kognitivt eftersom det

forutsétter en begreppsforstaelse av multiplikation. Diaremot knyter anvindningen av diagram
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an till kapitlen innan som &r ’diagram och statistik”. Sattningen i boken kan ocksa forleda en

till att misstolka versala I:et for ett gement 1.

Det finns en liten faktaruta l1&ngt ner pé sidan som forsoker forklara att om vi inte vet hur
ménga liter mjolk korna mjolkade en viss dag kan vi inte rdkna ut inkomsten utan bara ange

inkomsten med formeln.

Ovningsuppgifterna fortsitter pa niista sida (s214) med fler agrara exempel som handlar om
kostnad for staketstolpar och omkretsen runt kohagar. Hér 1 uppgifterna 9007-9008 och 9010-
9011 (pa sidan 215) tar boken upp det begreppsliga innehallet i multiplikation som upprepad
addition (av heltal) vilket &r bra. Ddremot har man i uppgifterna 9010-9011 anvént sig av
summor av lika bokstéver. Logiken i uppgifterna dr densamma som i Matte Direkt, dvs man
anvéinder isomorfismen mellan tva strukturer. I uttrycket for omkretsen till en hage dér man
vet hur ldnga delstrackorna ér ska man dra slutsatsen att man kan skriva en generell formel for

omkrets med hjélp av en given bokstavskod.

Oversikt ver studiefiltet saknas i Tetra A. P4 samma siitt som i Matte Direkt handlar spraket
i Tetra A:s introduktion av algebra om logiska samband som inte kan ses eller upplevas, alltsa
van Hieles tankeniva 3. Det ger att samma lista pa saker som inte togs upp 1 Matte direkt , se

tabell 1, géller dven for Tetra A.

8.2.3 Analys av Mattestegen C host.

Mattestegen dr ett liromedel for grundskolans &r 4-9 dar stoffet &r indelat i 16
kunskapsnivder. Laroplanens mél for ar 9 motsvarar steg 14. Algebra introduceras bok C Host
som behandlar steg 9-12. Forordet sdger uttryckligen att Mattestegen ér avsedd for att alla
elever arbetar individanpassat vilket 1 boken framstélls som att eleverna arbetar pa olika
stéllen 1 boken. En sddan skrivning ger mig associationer till sjdlvstudier. En ldrare i en klass
med 30 elever kan inte ha ndgon rimlig chans att hinna med att hjilpa alla pd individniva

under en lektion.

Inom avsnittet "Numerisk rdkning” s 6-57, t ex pa sidan 25, finns ett antal uppgifter dédr man
fragar vilket tal som fattas. Uppgift 25a) 5+ [1 = 0. Hér har man infort ekvationslosning fast

man inte introducerar bokstavssymboler.
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Algebraavsnittet, s 58-125, ér indelat i steg 9-12. Inom steg 9 finns avsnitten "Numeriska
uttryck—Rédkna med siffror” s 58-63; ”Algebraiska uttryck—Rékna med bokstdver” s 64-68;
“Hur mycket &dr egentligen 3a kr?” s 69-70; "Formler” s 71-73. Steg 9 avslutas med

”’Sammanfattning” och ”Diagnos”. Ekvationer introduceras forst i steg 10.

”Numeriska uttryck™ koncentrerar sig pa att illustrera begreppen numeriskt uttryck, virdet av
uttrycket, storre dn och gdanger stérre dn med hjalp av uppgifter. Pa sidag 64 borjar avsnittet
”Algebraiska uttryck—Rédkna med bokstidver”. Hér introduceras bokstdver i matematiken rent
mekaniskt genom att stipulera: "Nér du rdknar med bokstéver kan du inte ’rdkna ut svaret’
utan svaret blir ett algebraiskt uttryck.” Direkt under finns en faktaruta med texten 3+2*5-4
Det har ar ett exemplel pa ett numeriskt uttryck  a+2*4-b Det hér ar ett exempel pa ett algebraiskt
uttryck. Efter tre dvningsuppgifter dir eleven ska komma fram till att karakteristiskt for
algebraiska uttryck ir att de alltid innehaller bokstdver och ibland siffror, vilket &r van Hieles

tankenivad 2, kommer nésta faktaruta som dr en uppgift med 16sning:

34 Skriv uttrycket for talet. Rdkna ut det om det gér Vilket tal ar

a) 5 storre dn 13 b) 5 storre dn x ?

a) 13+5=18 b) x+5

Hér anvédnds isomorfismen att den numeriska strukturen ska kunna 6verforas till den nya
algebraiska. Eleven kan forstd att x betyder 13. Att forsté att x+5 dr 18 kan troligen eleven
forsta pa tankeniva 2, men att forsta att x+5 &r ett tal kraver insikt om logiska samband vilket
ligger i van Hieles tankeniva 3. Ovningsuppgifterna som foljer anvinder andra bokstiver som
y, X, r och k som symboler for tal. Hir ska eleven ocksa forsté att vilken bokstav som helst
kan betyda ett tal, vilket borde vara tankenivd 2, men det finns ingen forklaring i den
riktningen. Begreppsanvdndningen &r inte heller konsistent. I avsnittet numerisk rakning”
introduceras begreppet gdnger stérre dn men t ex pa s 64 uppgift 37b) fragar man i alla fall:

Vilket tal dr 4 ganger ett tal x ?.

Hogst upp pé sidan 65 kommer nésta ledtrad till isomorfismen att den numeriska strukturen

ska kunna overforas till den nya algebraiska: ”Nér du raknar med boksktéver sa ridknar du péd
samma sétt som du gor med siffror. Det ser bara lite annorlunda ut. Eftersom du inte ’rdknar
ut ett svar’ pa samma sétt som du dr van vid sé kallas det att man forenklar uttrycket.” Detta

foljs av en exempeluppgift med 16sning. I de f6ljande uppgifterna ska eleven forenkla uttryck.
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Uppgift 42 knyter virde till bokstdver genom att eleven ska rikna antalet x, y och z som &r

utspridda i en ruta som svar pé fragan: Hur mycket finns i rutan?

Sidorna 66-68 édgnas at att eleven ska formulera algebraiska uttryck fran storheter med givna
symboler. Eleven fér inte sjdlv ndgon gang i boken vilja bokstavssymbol for en verklig
storhet utan undervisningen koncentreras pa att tolka och anvinda bokstavsuttryck. De uttryck

som anvénds i uppgifterna ligger oftast pa van Hieles tankenivé 3.

I avsnittet "Hur mycket dr egentligen 3a kr?” introduceras begreppet variabel och samtidigt
att man kan rikna ut vérdet av ett algebraiskt uttryck. ”Nar vérdet pa en bokstav kan variera
sa kallar man bokstaven for en variabel. For att berdkna vdrdet av ett algebraiskt uttryck sa
méiste man veta vilka tal som bokstéverna star for.” I det hir avsnittet ligger tyngdpunkten
mycket tydligare pa att berdkna algebraiska uttryck. Daremot klargors inte vad variera
betyder, en mojlig tolkning av uppgifterna &r att en variabel kan vara ett av tvd vérden.
Spréaket och uppgifterna i avsnittet krdver van Hieles tankeniva 3. Som elev pé tankeniva 1 ser

man bara en delmédngd av vad en matematikkunnig person ser.

Mattestegen C’s framstillning stimmer béttre med van Hieles tankenivaer dn de tidigare
analyserade bockerna eftersom den borjar med att introducera begrepp, sedan léra sig kéinna
igen ett algebraiskt uttryck, forsta att man kan rdkna med bokstéver, att bokstidver kan betyda
tal osv. Ddremot &r framstédllningen inte konsistent vad géller spraket vilket &r allvarligt om
man som van Hiele hdvdar att spraket dr kunskapsbéraren och att spréket anger tankenivén.
Dessutom hoppar framstédllningen mellan olika tankenivaer, fran 1 till 3 till 2 till 3 osv. Enligt

van Hiele maste eleven passera varje niva i sin helhet innan hon forstar spréket pd nésta niva.

8.2.4 Analys av Matematikboken X

Matematikboken X dr den forsta delen i ett liromedel for grundskolans senare del. Varje
delavsnitt har en teoridel f6ljt av dvningsuppgifter i svarighetsgrader A, B och C. Algebra

introduceras i kapitel 2, s 56-88, som é&r indelat i foljande delar

2.1 Multiplikation och division med 10, 100, 1000
2.2 Mer om multiplikation

2.3 Uttryck

TEMA
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2.4  Ekavationer—huvudrakning
2.5  Teckna egna ekvationer
Lite av varje

Sammanfattning

Blandade uppgifter

Trdna mera

Fordjupning

Tréna problemldsning

Det finns ingen dversikt dver studieféltet, varken dver algebra, uttryck eller ekvationer i
boken. Ordet algebra ndimns dver huvud taget inte. Nyckelordet hdr &r ’Ekvationer’.
Forséttssidan visar fotterna pé en lindansare med texten: ”Nar man dansar pa lina miste man

kunna balansera. Det dr ocksa viktigt att kunna balansera ndr man loser ekvationer.”

Algebraavsnittet borjar som en fordjupning i multiplikation. Forklaringsmodellen som
anvénds riktar sig klart till procedurkunskap: P4 minirdknaren ser man att decimaltecknet
flyttas ett steg at hoger om man multiplicerar ett tal med 10. Bokens framstéllning ger ingen
forstaelse da det som egentligen hinder dr ju att alla siffrorna byter position och dirmed virde
medan decimaltecknet ligger fast i positionssystemet. I avsnitt 2.2 "Mer om multiplikation”
fors alternativa skrivsitt in for lingden av en rad av 2000 gem. Dels kan man maéta varje gem
och rdkna ut lingden i meter, dels kan man ridkna ut laingden i centimeter och dividera med
hundra. Nir nésta delavsnitt behandlar uttryck hade jag forvantat mig att kunna knyta an till
gemexemplet, som dr bdde enkelt, bra och laborativt mdjligt, genom att uttrycka lingden pa
gemraden i antal gemldngder, men det anvénds inte alls mer i Matematik X. Delavsnittet
”Uttryck” handlar istéllet om numeriska uttryck med mer &n ett raknesétt och
prioriteringsregler. Har finns nagra dvningsuppgifter dér eleven ska fylla det tal som fattas i
en likhet, t ex 4*[1+5=13. Temauppslaget som foljer har blandade uppgifter och ingen
direktanknytning till algebra.
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24 Ekvationer - huvudrakning

Sara ville skriva kort till sina vinner och kopte dirfor 3 st
vykort och en penna for 6 kr. I affiren fick Sara betala 36 kr. Vad
kostade vykorten? Vi antar att varje vykort kostar x kr. Vi kan
da skriva sa hir:

3:x+6=36

Detta sitt att skriva kallas for en ekvation. For vilket virde pd x
far uttrycket 3 - x + 6 virdet 367

Nir man loser en ekvation giller det alltsa att riakna ut vilket
virde pa x som gor att viirdet i vinstra ledet blir lika med vir-
det i hogra ledet. Ordet ekvation betyder just likhet. Genom att
préva olika virden pd x finner vi att x mdste vara lika med 10,
Vykorten kostar alltsd 10 kr/st. Visdger att vi har ldst ekvationen
3-x+6=36.

Istdllet for 3 - x skriver man ofta 3x. Man utelamnar gianger-
tecknet. Ekvationen kan darfor skrivas 3x + 6 = 36.

Los ekvationerna

& a) x+5=19 b) 6x=24 c)%=5
o
=
w 3
x = Vilket tal ska man addera till 5 fér
o R} Xt B att f4 197 Det ar forstas 14,
x =14 Ekvationens l6sning ar darfér x = 14.
[}) 6x = 24 Tank pa att 6x betyder 6 - x. Vilket tal ska man alltsa
multiplicera med 6 for att fa 24? Svaret ar 4, vilket ar
X =4 I6sningen pa ekvationen.
C) —% =g Om man dividerar 20 med 4, far man 5.
Det betyder att y = 20.
}y =20
var:a) x =14 b)) x =4 c) y=20
68

Figur 5: Matematik X tar upp bokstavssymboler for forsta gingen.

I ndsta delavsnitt ”"Ekvationer—huvudrikning” dyker forsta bokstavssymbolen upp 1
teoridelen diar man bdorjar rdkna med ekvationer med detsamma, se figur . Symbolen x
introduceras enbart med orden Vi antar att varje vykort kostar x kr. Vi kan da skriva sa har:
3*x+6=36". Spraket och resonemangen ror logiska samband alltsa van Hieles tankeniva 3.
Didremot har jag ingen tvekan om att eleverna kan 16sa ekvationerna om man técker for
bokstavssymbolerna. Hér dr alltsa tabell 1 inte tillimplig for boken begér inte att eleven ska

forsté stoffet, bara 16sa ekvationerna. Diremot tas det stoffet inte upp hér heller.
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8.3 Forslag till kompletterande undervisning

Nér nu larobdckerna introducerar algebra pa van Hieles tankeniva 3 for elever som troligen
befinner sig pa tankeniva 1, vad behdver dé liraren komplettera med for att eleverna ska fa en

chans att nd upp till tankeniva 3? Hur kan man arbeta med algebra?

Béde geometri och algebra har gemensamt att det &r matematik som inte handlar om siffror
och tal i forsta hand. Vi anvédnder aritmetiken men forst efter att andra logiska element,
overviganden och operationer har bildat grund. God aritmetisk begreppsforstaelse dr ddremot
ett forkunskapskrav till algebra. Det ricker t ex inte med att kunna multiplicera, eleven maste
ocksa ha forstatt vad multiplikation dr. Algebra forekommer inte igenkédnningsbart for
skolelever i deras vardagsliv. Snarare dr algebra ett sitt se viarlden som bygger pa en
gemensam vetenskaplig konvention. Nér vi betraktar var omgivning genom ett filter, t ex
begreppet rdd, blir vi medvetna om och ser allt rott i vdr omgivning. Ser vi samma omgivning
filtrerat genom begreppet rund, upptécker vi andra saker dn de vi sag nér vi tdnkte pa roda

saker. Hér handlar det alltsd om att lira eleverna att se sitt vardagsliv i algebraiska termer.

8.3.1 Oversikt dver studiefiltet algebra

Hur skulle da en dversikt dver algebra som studiefélt kunna se ut? Den kunde belysa
algebrans historia, ordens etymologi, vad algebra anvinds till idag, granser till andra

matematikomrdden, dvs vad dr inte algebra samt forkunskaper som krévs.

8.3.2 Tankeniva 1

Nir eleven befinner sig pa tankeniva 1 ska hon enligt van Hiele borja sin utforskning av
omréadet med att ta till sig relevant information som sedan bearbetas i stryd orientering. Da

instéller sig frdgan: Vad ér relevant information?

De svenska orden siffra och chiffer har samma ursprung, dvs arabiskans ord for noll, as-sifr
som uttalas [as sefyr] (jAmfor med vistanvinden i grekisk romersk mytologi) (Thompson
1991:591). Den etymologiska hirledningen &r ett sétt att gora det troligt att man kan rdkna
med bokstéver i matematik. Det har ocksé fordelen med att ge associationer till koder och
symboler, dé chiffer ju dr kodad text. Speciellt om man utgér fran retorisk algebra far detta en

bra koppling. I den retoriska algebran uttrycks hela resonemanget med ord, dven siffror skrivs
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som ord. Det &r bra trianing i logiskt tdnkande for eleverna att fa beskriva matematiska
samband med ord. Det knyter an till verkligheten och manga resonemang runt nér samband
giller, blir mojliga dven for svaga elever. Dessutom blir det bade en littnad och aha-
upplevelse nir eleverna sjdlva begir att f dversétta den retoriska algebran till symbolalgebra,
da det blir for trottsamt och odverskadligt att skriva matematiken i ord. I en Waldorfskola
spenderade man 30 lektionstimmar pa det hér stadiet innan den retoriska algebran ersattes av

symbolalgebra (Intervju).

Nyckeln dr att eleverna sjdlva méaste sdtta upp matematiska samband, dvs de maste sjdlva se
sin omgivning, tolka den i matematiska termer och skriva ner uttrycken retoriskt. Genom att
eleverna sedan sjilva far vélja symbol (kod) for det de beskrivit i ord fas en forstaelse for vad
symbolen stér for. Dessutom kan de da inse att det dr viktigt att vdlja symboler som inte kan
forvixlas med exempelvis enhet, t ex inte vélja symbolen m for en stricka som har enheten

meter.

Exemel pa arbetssitt inom tankeniva 1:

Lat eleverna arbeta i grupper med uppgift att t ex pé skolgérden beskriva ett antal befintliga
saker med retorisk algebra. De fér rita av situationen, markera de strackor eller ytor de
anvinder samt skriva ner sambanden med ord. Aven enheter bér finnas med i resonemanget.

Exempel pa saker som kan anvindas ar

* langder pa staket uttryckt i antal staketlingder mellan tva stolpar

* totala ytan av en uppritad hage uttryckt i antal rutor

* omkretsen av en uppritad hage uttryckt i antal sidoldngder pa en ruta
* totala ldngden pa en sittbdnk uttryckt i antal mjolkpakets langd

* bredden pd ett fonster uttryckt i lingden pa tummens ytterled

* husets bredd uttryckt i antal fotldngder

* ytan pé en plattliggning uttryckt i antal av en plattas yta

* volymen i en hink uttryckt i spadar sand

* volymen i en hink uttryckt i koppar vatten

* ldngden av hopsatta gem uttryckt i antal gemlédngder
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I rent retorisk algebra ska &ven siffror skrivas med bokstdver. Senare i klassrummet kan
eleverna fa koda om, dvs byta ut, alla sifferord till siffror. Det &r ockséd en upplevelse av att
dven siffror dr en sorts koder. Ytterligare ndsta steg &r att koda om referensuttrycken, t ex

ersitta ‘mjolkpaketets lingd’ med en bokstavskod som eleverna far vélja fritt.

8.3.3 Tankeniva 2

Pa tankeniva 2 arbetar eleverna med att forstd begrepp som variera, variabel, forsta vad

symbolerna betyder i olika uttryck.

Aven mellanformer mellan retorisk algebra och ren symbolalgebra ger elever upplevelser runt
hur man hanterar begrepp i matematik, t ex att blanda verbala uttryck med siffror och
matematiska tecken sdsom likhetstecknet. Ett sadant skrivsdtt ger ocksa associationer till att

det gér att radkna med nedskrivna verbala uttryck pa samma sdtt som med siffersymboler.

Exempel pa arbetssiitt fran intervju med en lirare verksam i en Waldorfskola i Ostergdtland

(Intervju):

Léraren talar om for eleverna att tex vaktméstaren, som dr ung och frisk, ar 25 ar. Lararen

sjalv dr 50 ar. Lararen liter eleverna foresla hur vi kan beskriva samband mellan dem.

Eleverna: Lérarens alder = vaktméstarens dubbla alder

Léraren: Skriv det pa ndgot mer sitt!

Eleverna Lérarens alder = 2 * vaktmastarens alder

Léraren: Skriv sambandet pa nagot mer sétt!

Eleverna Lérarens alder = vaktmastarens alder + vaktméastarens alder
Léraren: Skriv sambandet pa nagot mer sétt!

Eleverna Lérarens alder - vaktmastarens alder = vaktmaéstarens alder
Léraren: Skriv det pa ndgot mer sitt!

Eleverna Lérarens alder / vaktmaéstarens alder = 2

Léraren: Ser ni ndgot samband mellan de olika sétten att skriva?

Eleverna kommer efter diskussion fram till att alla uttrycken beskriver samma sak pa olika

satt.
Léraren: Giller de har sambanden alltid?
Eleverna: Nej inte innan vaktmistaren blev fodd!

Léraren: Galler de alltid efter vaktméistarens fodelse?
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Eleverna: Ja! Jo! Nej... Inte efter din (ldrarens) dod.

Léraren OK. Giller det alltid mellan vakmaéstarens fodelse och min déd, da?
Eleverna Ja!

Léraren Men jag fyller ar 5 maj!

Eleverna Oj da giller det ju inte efter 5 maj! Nar fyller vaktméstaren?

Diskussionen fortsétter runt vad som ér tillfdlliga samband och vad som &r permanenta

samband och vad som ar formler.

I det ovanstadende exemplet finns flera element som kan knytas till van Hieles teorier. Dels
handlar det om att utga frin nagot verkligt som eleverna har en direkt relation till. Dels far
eleverna sjédlva i diskussionsform undersoka studiefdltet. De far sjdlva konstruera samma
matematiska samband i olika former. Léararen tvingar inte pa eleverna sina strukturer, utan
eleverna maste sjidlva upptécka vilka karakteristika som géller for just de matematiska
samband som diskuteras. Daremot dr undersokningen styrd. Den kan alltsé hdnforas till van

Hieles period 2, fas 2-3, se avsnitt 4.4.

En annan aspekt av det ovanstdende exemplet &r att eleverna far sitta ord pd det de ser eller
uppfattar. Just kopplingen verklighet—retorisk framstéllning—matematisk framstéillning ar
viktig for forstaelsen av matematik. Enligt van Hiele &r det orden som ar kunskapsbérare: det
ar orden som ordnas 1 strukturer och kopplas till upplevelser, bilder och begrepp. En mojlig
tolkning av van Hieles teori kan da bli att matematikundervisning utan diskussion och utan

retorisk framstdllning skulle vara domd att misslyckas!

Hir kan vi ocksa fundera 6ver den metvetna intentionens roll i ldrandet. Gor det ndgon
skillnad om eleven har forforstielsen att matematik handlar enbart om siffror, jAmfort med tex
uppfattningen att matematik handlar om logiska resonemang? Jag tror att det har en
avgorande betydelse for elevens mojligheter att ldra sig matematik. Om eleven tror att
matematik handlar enbart om siffror stravar eleven rimligtvis inte efter att bemistra logiska
resonemang. Istéllet strdvar hon efter att bemadstra sifferhantverket. Med en sadan instéllning

skulle det alltsa bli svarare att uppné van Hieles nivé 3, abstraktion.
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9 Avslutande reflektioner

Van Hieles teorier anser jag fungerar vl som instrument for att klarldgga larobokens roll i
matematikundervisningen. De utgdr dessutom ett praktiskt anvandbart redskap i form av
tankestrukturer for lararen till att bdde planera sin undervisning och utvérdera elevresultaten.
Sambandet mellan larostoff, undervisningens mél, elevens niva och vad man gor i

undervisningen blir logiskt och dverskadligt med hjélp av van Hieles teorier.

Som ldrare dr det av yttersta vikt att fa fungerande redskap for att kunna utvardera de
larobocker som erbjuds. Det gér inte att se om en larobok é&r bra eller ddlig utan ndgon form
av teoretiskt filter att analysera emot. Van Hieles teorier anser jag fungerar bra som ett sddant
filter. Som matematiskt kunnig tyckte jag innan jag gjort den hér analysen att ldrobdckerna
bdrjade pa en basal niva och sag snyggt strukturerade ut. Jag kunde alltsa inte riktigt forestilla
mig vad som dr svart for eleven. Efter att ha analyserat ldrobocker med van Hieles teorier som

filter far jag en helt annan bild.

Alla de matematikbocker som jag undersokt ger ett forforiskt intryck av vdlordnat
sjdlvstudiematerial och som sddant alltsa skulle borga for god matematikundervisning édven av
en matematiskt okunnig ldrare. Unders6kningen for algebra visar att ingenting kunde vara
mer felaktigt. Larobdckernas framstdllning borjar generellt pa van Hieles tankeniva 3 for
algebra, vilket dr en alldeles for hog teoretisk niva for nyborjaren i algebra. Liknande resultat
har Ekstrom kommit fram till for geometri (Ekstrom 2000). Undervisning &r ldrarens uppgift,

matematikboken far inte definiera matematikundervisningen.

En fraga som uppkommit under den hér undersdkningen dr huruvida dyskalkyli och allménna
matematiksvarigheter kan ha samband med att vi inte undervisar pa van Hieles tankeniva 1
och 2 och de brister i begreppslig forstéelse som det orsakar. Det skulle vara mycket

intressant att se en utredning om det.

Matematikbdckerna jag undersokt tar inte hinsyn till van Hieles teorier, varken tankenivderna
eller faserna i lararens och elevernas arbete att nd nésta niva eller 6versikt dver studiefiltet.
Om de gjorde det skulle de generellt inte borja pa tankeniva 3, inte hoppa mellan nivéer och

kontrollen av logiken i anvindningen av spréket runt begrepp vara tydligare.
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Spraket och orden dr kunskapsbérare dven i matematik. Vanliga ord anvidnds annorlunda i
matematik dn i1 vanligt sprakbruk. Det krivs mycket arbete och ledning for att eleven ska
kunna forsta det matematiska spréket. Termerna i sig talar inte om vad de handlar om, utan
det &r exemplen pd hur de anvédnds som skapar det begreppsliga innehallet. En viktig faktor i
den inlérningen &r att fa beskriva verkligheten retoriskt matematiskt och sedan koda om
texten till matematiska symboler. For att anvénda en vanlig matematikbok krévs att eleven har
kunskap i hur man analyserar text ur matematisk synpunkt vilket ar en kunskap som latt

forbises.

Van Hieles teorier pekar pd att varje elev maste sjdlv undersoka studicomrddet for att skapa de
strukturer som gor att ndsta tankeniva uppnas. Det pekar i sin tur mot ett experimentellt
arbetssitt som jag inte hittar nagot stod for i1 ldrobockerna. Van Hiele sdger ocksa att nér
verklig problemldsning blir meningsfull for eleven, har eleven ndstan kommit upp pa nésta
tankeniva. Det skulle kunna tas som intdkt for att anvinda matematikboken som
exempelsamling for att dva upp réknefirdigheten, sifferhantverket, nir vl forstaelsen av den
matematiska logiken vil dr undersokt och forstadd. Att designa det program som leder
eleverna mot forstdelse av det matematiska spraket och den matematiska logiken blir i det
perspektivet lararens uppgift att gora utan stod av matematikbocker. Detta kriaver naturligtvis
kunniga ldrare som kan sitt &mne vil, dr didaktiskt kunniga och dessutom besitter en god

portion fantasirikedom.

Den kommunala skolan verkar ha en tradition av att prioritera teoretisk kunskap framfor
praktisk. Van Hieles teorier stammer déligt ihop med den traditionen. D4 ligger Freinet- och
Waldorf-pedagogik nidrmare van Hieles teorier. Freinetpedagogiken kallas ocksé arbetets
pedagogik. Freinet ansag att det normala tillstdndet for barn var inte lek utan arbete, och teori
och praktiskt arbete varderas dér lika. En av Freinetpedagogikens fem hornstenar kallas pa
franska *Tatonnement experimental’ som betyder ungefir ’trevande experimenterande’ och
leder direkt mot ett experimenterande arbetssitt (FIMEM). Waldorfpedagogiken anvénder sig
ocksa av ett experimenterande arbetssitt som ligger ndrmare van Hieles teorier &n en rent
teoretisk tradition. Bengt Ulin har beskrivit matematikundervisningen i Waldorfpedagogiken i

sin bok Att finna ett spar (Ulin 1983).

Jag dr Overtygad om att matematikundervisningen kan forbéttras genom att tillimpa van

Hieles teorier i matematikundervisningen. Det skulle ge en mer varierad matematik-
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undervisning som var mer anpassad till elevens sétt att tdnka. Hur det kan se ut och hur
fortsdttningen kan utformas for effektiv progression mellan tankenivderna och inte minst en
ordentlig utredning om definition av omraden dér man behdver bdrja frdn borjan i van Hieles

tankenivder vore mycket intressant att se vidare forskning om.

For att dterknyta till Finland som forebild vad géller matematikundervisning, skulle det vara
intressant att se hur finska matematikbdcker presenterar algebra. Tar de hdnsyn till van Hieles
teorier? En annan intressant frdga dr hur matematikundervisningen i Finland gar till. Enligt
Lisen Héggblom framstar den inte alls lika liroboksbunden som i Sverige. Hur det 4n stér till
med den saken sd hoppas jag att denna uppsats kan inspirera ndgon till att hitta matematik 1
vardagen och véga ta upp aspekter av matematiken som gar utdver de rent mekaniskt

berdakningsmaéssiga!
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10 Kallor

Intervju: Telefonintervju med Caroline Ekstrom verksam vid Bjorko Friskola, Waldorfskola 1
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13 Bilaga 1: Citat

Citat fran (van Hiele 1986:46):

Pupils are asked to prove that the three bisectors of the angles of a triangle have one
point in common. A pupil at the [fourth] level of thinking can give proof as follows:

The statement: ”a point equidistant to the sides @ and b of triangle ABC” is
equivalent to the statement “the point is situated on the bisector of the angle C.”

Since this statement is sufficient and necessary, it follows that the intersection of the
bisectors of the angles B and C is equidistant to the sides a, b, and c. (So now we are
sure of the existence of a point inside a triangle equidistant of the three sides.) This
intersection point is called /.

Since 7 is equidistant to the sides b and c, it follows that / is necessarily situated on
the bisector of angle 4.

I was defined as the intersection point of the bisectors of the angles B and C. So the
three bisectors have a point / in common.

In the reduced form the proof can be given as follows:

A point is chosen on a bisector of an angle. With the help of congruence of triangles
it can be proved that the distances of this point to the meeting lines are equal. Now draw
an arbitrary triangle ABC. Look at the intersection of the bisectors of the angles B and
C. Prove that this point is equidistant to the three sides of the triangle.

Now call the intersection point the bisectors /. We have already seen that the
distances of this point to the sides AB and AC are equal. Now prove with the help of
congruence that A7 bisects angle 4. A1, BI, and CI, being the bisectors of the angles of a
triangle, we now know all have one point in common.

Mathematically the second proof does not differ from the first. But the language of
the second proof is much easier for a pupil than that of the first. In the fist poof, you
will have to exert yourself more in order to get to the bottom of it. In the second proof,
every step can be easily traced. Perhaps the pupil will make a mistake when proving the
last congruence because hi is distracted by the fist congruence apparently being the
same. But even if everything proceeded without difficulty, he, at the end, will be
astonished that the proof is now finished: He has carried out the steps without
understanding their meaning, the whole remained mysterious to him, the proof'is a
mousetrap.

A teacher who has to explain a poof of the first kind must take care not to make of it
a proof of the second kind. His explanation must be focused on the points ‘necessary
and sufficient,” on the fact that in the first part of the proof the existence of appoint
equidistant to all three sides has been proved.
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Citat frén (van Hiele 1986:62-63):

I must emphasize especially that the learning of an orientation in the first period [van
Hieles term for liroperioden mellan tankeniva 1 och 2. Ibid.] and also later in the higher
periods is a process that has to be done by the pupils themselves. The pupils have the
intention to orient themselves, they have the need for mobility in the field of thinking,
therefore they begin to compare the symbols; by their reflections the symbols get the
character of a signal. The teacher can give guidance to the process of learning, for
example, by giving the pupils the opportunity to discuss their orientations and by
having them find their way in the field of thinking. But this guidance does not imply
that the signals in the field of thinking of the pupils should come from the teacher’s
knowledge. It is not the teacher’s task to have them learn which properties belong to
given figures and how to act in a given situation. If the teacher attempts this, many of
the pupils will have a network of relations at their disposal that is not sufficiently
connected with the original global field of thinking. Such pupils, starting from a given
concrete situation, will have difficulties returning to the corresponding signification in
the developed network of relations. They will not succeed unless the concrete situation
happens to be that of the teacher’s original instruction.



