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Presentationens utgångspunkt

Slutsatserna av presentationen, inklusive empiriskt material och exempel, är 
kopplade till två forskningsstudier:

Elevers uppfattningar om multiplikativa strukturer i årskursna 3 och 5.

Content Knowledge in a Pedagogical Context: Förhållande, Proportionalitet 
och Bråk i årskurserna 2 till 8.
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Ekologi och matematikundervisning

Det finns många likheter mellan ekologi och matematikundervisning. 

• Undervisningen är mer inställd på att dagens lektion ska fungera, än på hur den
inlärningen som sker ska kunna utvecklas och ge långsiktigt hållbara kunskaper.

Detta leder ofta till procedurella kunskaper inte till konceptuella, utvecklingsbara
kunskaper.

• Undervisningen bygger i stor utsträckning på gamla (”fossila”) uppfattningar om
matematik vilket ofta förhindrar ett utvecklingsbart lärande.

(Bednardz, N. & Proulx, 2009; Sowder, J., Sowder, L. & Nickerson, S., 2010)
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Hur väl fungerar gamla beprövade metoder?

En intressant artikel är, Reaching for Common Ground in K–12 (2005). Där har ledande
forskare inom matematikdidaktiken, såsom Loewenberg Ball och Kilpatrick, lyft fram ett
antal områden inom matematikundervisning som ofta missuppfattas av eleverna. 

Orsakerna till detta är nedärvda missuppfattningar om vad som är syftet med 
undervisningen och att man ofta undviker problem i stället för att lösa dem.

Några exempel: 

• Värdet av “basic facts” såsom att behärska multiplikationstabellen.

• Användningen av miniräkare (och andra digitala hjälpmedel).

• Värdet av att lära sig algoritmer.

• All undervisning ska handla om vardagsproblem.

• Vikten av att behärska, och operera med, tal i bråkform.
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De missuppfattningar som beskrivs i de här punkterna påverkar i stort sett all 
den matematikundervisning som sker i dagens skola, inte minst förmågan att
resonera och lösa problem (Drews, 2008; Lawton, 2008; Karlsson & Kilborn, 
2020a; 2020b). 

När det gäller arbetet med tal i bråkform, betonar de tidigare nämnda 
forskarna att centrala ämnesinnehåll som proportionalitet, förhållande och 
procent inte kan uppfattas på ett adekvat sätt utan kunskaper om tal i 
bråkform. 

Dessutom framhåller de, att en djupare förståelse för hur man opererar med 
tal i bråkform, är en förutsättning för att uppfatta grunderna för algebran. 

Vi ska nu reda ut det här genom att redovisa vår forskning om vägen från 
addition av naturliga tal till multiplikation av tal i bråkform. 
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Vad menar vi med hållbar undervisning?

Först och främst måste det  finnas en röd tråd i undervisningen, vilket innebär att all 
planering måste ske ur ett F-9 perspektiv. 

Det elever lär sig under ett visst skolår måste, dels bygga på vad de lärt sig under tidigare 
skolår, dels vara utvecklingsbart så att det med kontinuitet kan följas upp under senare 
skolår. Eleverna ska inte behöva börja om från ruta 1 varje gång de byter stadium eller 
talområde.

Konkretisering är viktig, med den ska leda till abstraktion, alltså till verbala kunskaper 
(Karlsson & Kilborn, 2015).

De aritmetiska operationer som utförs under de första skolåren bygger på de grundläggande 
räknelagarna. Genom att uppmärksamma detta (formellt och informellt) blir det möjligt för 
eleverna att under senare skolår förstå hur man kan operera även med rationella tal, negativa 
tal och irrationella tal.  
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Vad menas med multiplikation?

Vi inleder med att reda ut vad som menas med multiplikation. Enligt boken 

Matematikterminologi för skolan (Kiselman & Mouwitz, 2008) är multiplikation:

• en operation i  aritmetiken som för naturliga tal innebär en upprepad addition …

• och för andra talområden definieras genom utvidgning av denna under 

bevarande av viktiga räkneregler.

När vi följer undervisningen i olika årskurser finner vi en ensidig betoning av 

den första delen av definitionen, medan man helt verkar glömma bort den 

viktiga andra delen. Detta skapar stora konflikter under senare skolår.  
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Hur introduceras multiplikation? 

Vi inleder med att presentera ett typiskt exempel 
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Introduktionen av multiplikation 

Hur många bollar är det på bilden? Skriv additionen och multiplikationen.  

___  +  ___  +  ___  +  ___  + ___   =   _____

___  ∙  ___   =   _____
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Introduktionen av multiplikation 

Hur många bollar är det på bilden? Skriv additionen och multiplikationen.  

4  +  4  +  4  +  4  +  4  =  20

5  ∙  4   =  20
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Vad uppfattade eleverna av detta?

Den här typen av konkretiserande uppgifter uppgift återkommer lektion 
efter lektion, år efter år, i årskurs 3, i årskurs 4 och i årskurs 5.

Men målet med konkretiseringen är att förstå ett begrepp. Eftersom 
åskådliggörandet upprepas år efter år kan man fråga sig när eleverna 
egentligen ska ha abstraherat begreppet multiplikation, kunna resonera 
om multiplikation och utvidga begreppet till nya talområden. 

Den här typen av övningar brukar följas upp med övningar på 
multiplikationstabellen, oftast med en tabell sänder. 

Även dessa övningar brukar handla om upprepad addition såsom 3, 6, 9, 
12, 15, 18, … alltså med additiva 3-skutt (Karlsson & Kilborn, 2018).           
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Hur såg de lektionerna ut som vi studerade?

De uppgifter som beskriver multiplikation som upprepad addition  
åskådliggör enbart en enda aspekt av begreppet multiplikation.

I nästa steg gäller det att utvidga begreppet multiplikation och lyfta fram 
viktiga egenskaper som grund för att generalisera begreppet. Detta 
fungerade mindre bra under de lektioner vi studerade: 

• Uppgifterna var likartade och saknade lämplig variation.

• Eleverna räknade och gissade.

• Man resonerade inte om begreppet multiplikation.  
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Vad ledde detta till? 

När eleverna hade arbetat i två år på det här sättet, följde vi upp hur de hade 
utvecklat sin uppfattning om multiplikation fram till årskurs 5. 

Vi lät dem bl.a. lösa följande uppgift: 

Vilken summa är störst:  7 + 7 + 7 + 7 eller 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4.   

Trots att eleverna i två år arbetat med multiplikation som upprepad addition 
kunde de flesta av dem inte förklara varför summorna är lika stora. 

Intervjuer visade att de varken såg kopplingen till 4 ∙ 7 och 7 ∙ 4 eller till den 
kommutativa lagen för multiplikation. 
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Vad hade de här eleverna hade missat?

Trots att målet var att eleverna skulle behärska multiplikationstabellen 
hade hälften av dem stora problem med detta ännu i årskurs 5.  
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Vad hade de här eleverna missat?

Trots att målet var att eleverna skulle behärska multiplikationstabellen 
hade hälften av eleverna stora problem med detta ännu i årskurs 5.  

Först och främst kunde de inte uppfatta multiplikationens rektangulära 
struktur:

1 2 3 4 5
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Vad hade de här eleverna missat?

Trots att målet var att eleverna skulle behärska multiplikationstabellen 
hade hälften av eleverna stora problem med detta ännu i årskurs 5.  

Först och främst kunde de inte uppfatta multiplikationens rektangulära 
struktur:

1 2 3 4 5

2 4 6 8 10
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Vad hade de här eleverna missat?

Trots att målet var att eleverna skulle behärska multiplikationstabellen 
hade hälften av eleverna stora problem med detta ännu i årskurs 5.  

Först och främst kunde de inte uppfatta multiplikationens rektangulära 
struktur:

. 

1 2 3 4 5

2 4 6 8 10

3 6 9 12 15
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Vad hade de här eleverna missat?

Trots att målet var att eleverna skulle behärska multiplikationstabellen 
hade hälften av eleverna stora problem med detta ännu i årskurs 5.  

Först och främst kunde de inte uppfatta multiplikationens rektangulära 
struktur:

Observera att man tydligt ser multiplikationens struktur:

4 rader med 5 föremål per rad ger totalt 20 föremål. 

1 2 3 4 5

2 4 6 8 10

3 6 9 12 15

4 8 12 16 20
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Multiplikationens struktur

Genom att representera multiplikation som ett rektangulärt mönster kan 
man uppfatta viktiga egenskaper som man inte ser i en upprepad 
addition:

• multiplikationstabellen är symmetriskt uppbyggd kring kvadrattalen, 
vilket visar att multiplikation är en kommutativ operation.

• produkten av två (eller flera) udda tal är ett udda tal.

• om en enda faktor är ett jämnt tal så är produkten ett jämnt tal.

• om en faktor är delbar med 3 så är produktens siffersumma delbar med 
3.
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Mera om multiplikationens struktur
• det finns en symmetri i 9-tabellen och produktens siffersumma är alltid 

9.

• man kan utföra en multiplikation av tre tal i godtycklig ordning (de 
kommutativa och associativa räknelagarna för multiplikation).

• man kan arbeta med den distributiva lagen vid huvudräkning till 
exempel för att bestämma produkten 4 ∙ 12 som 4 ∙ (10 + 2) = 40 + 8.

Observera att de elever vi följde i årskurs 5 fick arbeta med algoritmen 
för multiplikation (som en procedur) helt utan koppling till vare sig den 
distributiva lagen eller övriga räknelagar. 
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Generalisering till tal i bråkform
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Generalisering till tal i bråkform

Under de lektioner vi studerat introducerades tal i bråkform på följande sätt:
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Generalisering till tal i bråkform

Under de lektioner vi studerat introducerades tal i bråkform på följande sätt:

I vilka av figurerna är en tredjedel målad? 

och

Hur stor del av figurerna är målade?
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Multiplikation av rationella tal

Men det vi såg på föregående bild är inte tal i bråkform utan exempel på en eller 
flera delar av en helhet (en yta). 

Detta kan användas som ett led i att konkretisera enskilda tal i bråkform, men 
fungerar mindre bra för att förklara addition eller multiplikation av tal i bråkform.

Många av de elever vi testat och intervjuat i årskurs 8 hade (liksom många av våra 
lärarstuderande) stora problem med att utföra elementära operationer med tal i 
bråkform.

Vår förklaring är att de inte hade fått ta del av hela definitionen av multiplikation:

… och för andra talområden definieras multiplikation genom utvidgning av den 
upprepade additionen under bevarande av viktiga räkneregler.  
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Utvidgningen av definitionen

Alla de räknelagar som gäller för naturliga tal gäller även för tal i 
bråkform. Men eleverna måste få hjälp med att uppfatta detta: 

•
5

6
har innebörden 5 ∙ 

1

6
= 

1

6
+ 

1

6
+ 

1

6
+ 

1

6
+ 

1

6
. 

Enligt den kommutativa lagen är dessutom  
1

6
∙ 5 = 5 ∙ 

1

6
. 

• 7 ∙ 
1

6
∙ 6 = 7 ∙ (

1

6
∙ 6) = 7 ∙ 1 (den associativa lagen för multiplikation).

• 4 ∙ 1
1

6
= 4 ∙ (1 + 

1

6
) = 4 + 

4

6
(den distributiva lagen).
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Utvidgning av definitionen

•
1

6
+ 

4

6
= 

1

6
+ (

1

6
+ 

1

6
+ 

1

6
+ 

1

6
) = 

1+4

6
=  

5

6
. 

•
6

7
/ 3 = (

1

7
+ 

1

7
+ 

1

7
+
1

7
+ 

1

7
+ 

1

7
) / 3 = (

1

7
+ 

1

7
) = 

2

7
.

• En annan viktig egenskap är att varje tal i bråkform kan skrivas på oändligt 

många olika sätt. Som exempel är  
1

2
= 

2

4
= 

3

6
= 

4

8
= 

5

10
osv. 
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Multiplikation och förlängning

Multiplikation av ett rationellt tal med ett naturligt kan utföras med hjälp av 
redan kända räknelagar. 

Multiplikation av två tal i bråkform måste däremot definieras som 
𝑎

𝑏
∙ 
𝑐

𝑑
= 

𝑎∙𝑐

𝑏∙𝑑
.

Observera att 2 · 
𝑎

𝑏
=  

2𝑎

𝑏

men att 
2

2
∙ 
𝑎

𝑏
= 

2𝑎

2𝑏
= 1 · 

𝑎

𝑏
= 

𝑎

𝑏
.  

Många elever övertolkar den upprepade additionen och får istället 
2

2
∙ 
𝑎

𝑏
= 

2+𝑎

2+𝑏
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Proportionalitet och förhållande

Det är viktigt att förstå reglerna för hur man multiplicerar tal i bråkform och 
att kunna skilja detta från operationen förlängning. 

Hur viktigt detta är, blir uppenbart när vi studerar hur elever i årskurs 8 
(liksom våra lärarstuderande) arbetar med proportionalitet och förhållande 
(Karlsson & Kilborn, 2020a; 2020b). 

Observera att proportionalitet och förhållande är vanligt förkommande vid 
den problemlösning som sker i skolan. 

Eftersom många elever aldrig lär sig uppfatta reglerna för multiplikation av 
tal i bråkform, tvingas de istället lära sig regler som korsvis multiplikation 
och reguladetri, regler som de sällan förstår och snabbt glömmer bort.

©Karlsson & Kilborn 2020 28



Reguladetri och korsvis multiplikation 

Kända forskare som Lesh, Post och Behr varnade redan år 1988 för 
användningen av dessa procedurella metoder. De skriver:

1. Eleverna saknar oftast förståelse för de här metoderna.

2. Metoderna svarar sällan mot de naturliga situationer som man avser 
att reda ut.

3. Metoderna bidrar inte till en bättre förståelse för proportionalitet, 
utan snarare till att eleverna undviker, proportionella resonemang. 

I boken Matematiktermer för skolan kan man läsa att reguladetrin togs 
bort från skolmatematiken på 1960-talet och att man nu förväntas 
använda sig av proportionalitet (!)
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Några exempel på missuppfattningar

•
4

7
–

2

5
=  

4−2

7−5
=
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Några exempel på missuppfattningar

•
4

7
–

2

5
=  

4−2

7−5
= 
2

2
= 1.
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Några exempel på missuppfattningar

•
4

7
–

2

5
=  

4−2

7−5
= 
2

2
= 1.

•
2

5
=  

6

𝑥
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Några exempel på missuppfattningar

•
4

7
–

2

5
=  

4−2

7−5
= 
2

2
= 1.

•
2

5
=  

6

𝑥
… =  

2·6

5∙𝑥
…  Svar: x = 60.
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Några exempel på missuppfattningar

•
4

7
–

2

5
=  

4−2

7−5
= 
2

2
= 1.

•
2

5
=  

6

𝑥
… =  

2·6

5∙𝑥
…  Svar: x = 60.

•
2

5
=  

6

𝑥
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Några exempel på missuppfattningar

•
4

7
–

2

5
=  

4−2

7−5
= 
2

2
= 1.

•
2

5
=  

6

𝑥
… =  

2·6

5∙𝑥
…  Svar: x = 60.

•
2

5
=  

6

𝑥
… = 

30

2𝑥
= …  Svar x = ?
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Några exempel på missuppfattningar

•
4

7
–

2

5
=  

4−2

7−5
= 
2

2
= 1.

•
2

5
=  

6

𝑥
… =  

2·6

5∙𝑥
…  Svar: x = 60.

•
2

5
=  

6

𝑥
… = 

30

2𝑥
= …  Svar x = ?

•
2

5
=  

6

𝑥
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Några exempel på missuppfattningar

•
4

7
–

2

5
=  

4−2

7−5
= 
2

2
= 1.

•
2

5
=  

6

𝑥
… =  

2·6

5∙𝑥
…  Svar: x = 60.

•
2

5
=  

6

𝑥
… = 

30

2𝑥
= …  Svar x = ?

•
2

5
=  

6

𝑥


6

15
= 
6

𝑥
…  Svar x = 

6

15
.
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Likformighet

En flaggstång kastar en skugga som är 6 meter lång. Bredvid 
flaggstången står Moas lillasyster som är 1,50 meter lång. Hon kastar en 
skugga som är 1 meter lång. Hur lång är flaggstången?

©Karlsson & Kilborn 2020 38



Likformighet

En flaggstång kastar en skugga som är 6 meter lång. Bredvid 
flaggstången står Moas lillasyster som är 1,50 meter lång. Hon kastar en 
skugga som är 1 meter lång. Hur lång är flaggstången?

1 m

6 m

1,5 m

x m
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Likformighet

En flaggstång kastar en skugga som är 6 meter lång. Bredvid flaggstången 
står Moas lillasyster som är 1,50 meter lång. Hon kastar en skugga som är 1 
meter lång. Hur lång är flaggstången?

Genom att rita en figur ser man direkt att 
6

1
= 

𝑥

1,5
med svaret 9 meter.

Ingen av eleverna ritade en figur och de flesta av dem fick fel svar.

Slutsats: Det räcker inte att lära eleverna ett antal procedurer. För att lyckas 
måste eleverna förstå begreppet förhållande och kunna operera med 
(multiplicera och förlänga) tal i bråkform (Karlsson & Kilborn, 2020a; 
2020b). 
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Vad kan vi lära av detta?

Att lära sig matematik handlar inte om att räkna. Det handlar i första hand om att 
uppfatta och använda sig av grundläggande matematiska strukturer (mönster). Detta 
måste ske redan från skolstarten. 

Dessa strukturer (mönster) måste vara så väl genomtänkta att de successivt kan 
utvecklas, från förskoleklassen till gymnasiet.  

MEN ÄR INTE DETTA SVÅRT OCH TIDSKRÄVANDE?

Svaret är nej. Det handlar istället om att spara tid genom att undvika alla de problem 
som beskrivs i Reaching for Common Ground. 

Det handlar också om att se allmängiltiga sammanhang och mönster, inte bara en 
mängd fakta utan inbördes sammanhang.
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Redan när man introducerar multiplikation av naturliga tal, måste det ske på ett 
hållbart sätt så att eleverna ser generaliserbara mönster som i sin tur med kontinuitet 
kan överföras till andra talområden.

När man senare inducerar tal i bråkform, måste man se till att det inte bara handlar 
om del av en hel. Fokus måste ligga på bråket som tal och hur man opererar med tal  
i bråkform. 

Att operera med tal i bråkform följer samma räknelagar som för naturliga tal och 
detta kan i sin tur generaliseras till operationer med negativa och irrationella tal.   

Elever som uppfattat detta behöver inte lära sig använda formler som de inte förstår. 
De kan istället resonera sig fram till betydligt enklare lösningsmetoder vid 
problemlösning (Karlsson & Kilborn, 2020a; 2020b).        
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